FUNKTIONER

Innan vi kan komma vidare med grafteorin behdver vi inféra nagonting som heter funktioner. Tidigare har
vi stott pa funktioner nir det géller tal, vi kallar en visst tal x och funktionen f fungerar sa att den skapar ett
nytt tal y horande till varje tal = och vi skriver da y = f(x). Exempel pa funktioner som vi stott pa ar

flz)=¢€" g(x) =sinzx h(x) = 223 + 42 — x + 10 k(x) = In(z)

eller vilken annan kombination som helst av matematiska uttryck. (Vi anvander olika bokstéaver for att beteckna
olika funktioner.) Vi ska nu ta fasta pa ungefér vad en funktion ar for nagot. Vi gor en luddig definition:

Definition: En funktion f &ar en regel som till varje element z i en mingd A ordnar ett element y i en
méngd B. Vi skriver da

f+A=B y=f(x)

och detta utlises f gar fran A till B och f antar y ¢ x. Méangden A kallas funktionens definitionsmdngd
(engelska: domain) och mangden B kallas funktionens kodomén (engelska: co-domain).

Det som é&r centralt dr att det ordnas precis ett element y till varje element z. Vi far till exempel inte en
funktion av foljande regel: For varje positivt reellt tal z vilj ett tal y som uppfyller 4> = x. Om vi viljer
x = 9 sa ordnar denna regel tva tal y = 3 och y = —3 till x = 9. Déaremot blir ovanstaende regel en funk-
tion om vi ocksa kréaver att talet som tas fram ska vara positivt, den funktionen brukar da betecknas f(z) = /x.

EGENSKAPER HOS FUNKTIONER

Vi ska infora tre egenskaper hos funktioner.

Definition: Lat f vara en funktion med definitionsméngd A och kodomén B.

1. Om f antar alla virden i B minst en gang sa kallas f surjektiv. Engelska: onto/surjective.
2. Om f antar alla virden i B hogst en gang sa kallas f injektiv. Engelska: one-to-one/injective.
3. Om f antar alla varden i B precis en gang sa kallas f bijektiv. Engelska: bijective.

Det star klart att en funktion &r bijektiv precis da den ar bade injektiv och surjektiv.

Exempel: Funktionen f definierad for alla reella tal x given av det matematiska uttrycket f(z) = 23 — 3z
har féljande utseende.

Vi ser att alla viarden langs y-axeln antas minst en gang, den har funktionen ar alltsa surjektiv. Men den
ar inte injektiv eftersom till exempel f(0) = f(v/3) = 0 sa funktionsvirdet 0 antas for mer &n ett z, nimligen
x =0 och z = /3. (Ja 0 antas till och med i ett tredje x ocksa.) Det finns ocksa fler funktionsviirden som
antas mer dn en gang.
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Exempel: Betrakta nu funktionen g som gar fran Z (alltsa heltalen) till Z aterigen given av g(x) = 23 — 3z.

ar denna funktion ocksa surjektiv? Det ar en annan funktion eftersom vi &ndrat definitionsméngden, men
fragan ar da, ar g ocksa surjektiv eftersom f var surjektiv? Svaret ar faktiskt NEJ. For att se att det verkligen
ar sa behover vi hitta ett heltal som ¢ aldrig antar. Om man studerar grafen ovan (som ocksa kan anvéndas
for att dra slutsatser om g) sa ser vi att vi inte kan ha nagot heltal x for vilket g(z) = 5. Det betyder alltsa
att nér vi talar om en funktion s& maste vi ocksa ange vilken definitionsméngd och kodomam som vi menar.
Vi har samma matematiska uttryck som definierar de bada funktionerna ovan, och den forsta funktionen ar
surjektiv men den andra &r inte det.

Exempel: Vi ska nu se pa en annan funktion i : R™ — R. (R betyder alla icke-negativa reella tal och
R betyder alla reella tal.) Vi definierar h(z) som det tal y som uppfyller y?> = x. Detta dr d& den vanliga
rotfunktionen som vi skriver som h(z) = /z. Ar den hiir funktionen surjektiv? Antar den alla virden i R,
nejm den antar inga negativa tal sa funktionen h &r inte surjektiv. Observera att om vi inskréanker kodoménen
till RT sa far vi en surjektiv funktion, men det blir noga taget en annan funktion.

Ar denna funktion injektiv? Ja om vi tittar pa funktionsgrafen sa kan vi formoda att den r det, men hur
visar vi det? Jo, en injektiv funktion ska anta olika funktionsvérden i olika punkter, det vill sdga vi ska visa
att

1 75 To = h(:ﬂl) 75 h(:ﬂg)

Det hér ar en implikation och den ar ekvivalent med sin kontraposition sa vi kan lika gérna visa implikationen
=(h(x1) # h(z2)) = —(z1 # x2) som lattare kan skrivas

h(z1) = h(z2) = x1 = 9.

Sa valj alltsa tva stycken punkter, x1, zo, helt godtyckligt i h:s definitionsméngd men antag att h(:ﬂl) = h(z2).
Det betyder da alltsa att /1 = \/Z3. Men hir kan vi forstas kvadrera bada led sé att vi far (y/z1)? = (y/72 )2
h &

vilket kan skriva om till just 1 = z9 som var det vi ville visa. Vi har da alltsa visat att funktionen
injektiv.

BIJEKTIVA FUNKTIONER

Som vi konstaterade i definitionen av injektivitet och surjektivitet sa ar bijektivitet samma sak som att
en funktion &r bade injektiv och surjektiv. Sadana funktioner ar véldigt viktiga i matematiken for man kan
invertera dem. Vi ska se vad det betyder snart. Vi borjar med att studera narmare vad det innebar att en
funktion ar bijektiv.

Exempel: Vi ska ta ett lite annorlunda exempel, en funktion som vi definierar, inte som ett matematiskt
uttryck genom att helt ange vad den ska anta. Betrakta en postko bestaende av fyra personer, Anna, Antonio,
Sahar och Kalle. Om de personerna stéller sig i den ordning de &r angivna sa kan vi ge varje person ett
konummer: Anna far 1, Antonio far 2, Sahar far 3 och Kalle far 4. Nu har vi skapat en funktion som vi kan
kan kalla ¢ som gar fran méngden av personer, { Anna, Antonio, Sahar, Kalle}, till mangden av de fyra forsta
postiva heltalen, {1,2,3,4} genom att helt enkelt séga att

q(Anna) =1 q(Antonio) =2 q(Sahar) =3 q(Kalle) = 4.

Det héar ar en definition som &r lika bra som matematiska uttryck, det viktiga ar att funktionsvéarden ablir
bestdmda och det blir de hér, inte som matematiska uttryck men de ar &nda bestdmda. (Vi kan ju inte utfora
nagra rikneoperationer pa personer, " Kalle + 3 - Antonio — Anna” betyder ju ingenting!)

Det viktiga ar att funktionen ¢ &r bijketiv. Den ar det eftersom den bade &r surjektiv (alla vérden 1,2,3,4
antas minst en gang) och injektiv (virden antas hogst en gang) sa vi ser att alla vdrden antas precis en
gang. Detta ar bijektivitet och det innebér att varje element i mangden {Anna, Antonio, Sahar, Kalle} paras
ihop med precis ett av elementen i {1,2,3,4}. Men da kan det hiar ga at bada hallen: funktionen g ger ett
kénummer for varje person, men funktionen ¢ ger ocksa en person for varje konummer! Vi kan alltsa definiera
en ny funktion, r : {1,2,3,4} — {Anna, Antonio, Sahar, Kalle} genom att séga

r(i) = den person som har kénummer 4 (1=1,2,3,4).

Om vi tanker efter sa ér det precis det hér som hénder varje gang nagra personer gar in i en affar med kolappar,
forst gar Anna, Antonio, Sahar och Kalle in i affiren och tar varsinn koélapp, da definieras funktionen ¢ (for
att alla har en tilldelad kolapp, och precis en kdlapp var - en bijektiv funktion har bildats) och sen nér
expediten ropar upp kunderna sa anvinds funktionen r, expexpediten siger, "vem har nummer 17?7 Och
fragar alltsa efter r(1), vem som alltsa har nr 1 (och det kan bara vara en eftersom funktionen ¢ ar bijektiv),
och sa vidare med r(2),r(3) och r(4). Funktionen r brukar kallas funktionen ¢:s invers och vi har alltid att
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inversens definitionsméngd &r hela kodoménen hos den funktion vi inverterar och inversens vardeméngd ar den
inverterade funktionens definitionsméngd. Alltsa:

D, =V, = {Anna, Antonio, Sahar, Kalle} D, =V, =1{1,2,3,4}.

Vi skriver detta i en formell definition:

Definition: Lat f : A — B vara en bijektiv funktion. Funktionen f~!: B — A definerad genom

Ty =eey=f()
kallas da funktionen f:s invers. Funktionen f kallas ocksa en ett-till-ett korrespondens (engelska: one-to-one
correspondence) mellan elementen i mangderna A och B.

Hur rdknar man antal element i en &ndlig mangd? Jo vi radar upp elementen och tilldelar varje element
ett ordningsnummer. Men det har dr en vag definition. Vi har rdknat element i méngder dnda sedan vi var
sm& men har vi egentligen nagonsin forstatt vad vi gjort? Vi skulle kunna séga sa hér att vi rknar antal
element i en dndlig mangd genom att ange en bijektion fran en méngd av positiva heltal borjades pa 1, in-
nehallandes samtliga heltal fram till och med det storsta talet. Det storsta talet i denna méngd &ar antalet
element i den méngd av element som vi vill rdkna. Vi skulle faktiskt kunna ta det har som en definition av
antalet element i en dndlig mangd. Vi rdknar alltsa antalet element i en &ndlig méngd B genom att finna
en 1-1 korrespondens till méngden {1,2,...,n} dar n &r ett positivt heltal. Antalet element i B ar da n.
({Anna, Antonio, Sahar, Kalle} var en méngd med 4 personer efter n dar var 4.)

Vi ska anvanda bijektioner till att se att matematiska objekt egentligen &r de samma, precis vad det betyder
kan vi inte forklara nu, men bijektioner kommer att ligga till grund fr begreppet isomorfism.



