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Inom reglertekniken anvénds Laplacetransformen ofta for att beskriva och
analysera dynamiska system. Det har dokumentet ger en enkel sammanfattning
av Laplacetransformen, men det dr ingen komplett framstéllning utan ska en-
dast ses som ett repetitionsmaterial. Om grundlaggande kunskaper saknas sa
hénvisar vi till litteraturen som anvénds i mattekurserna.

Fouriertransformen

Vi utgar fran Fouriertransformen, som kan ténkas vara mer intuitiv och vélkdnd
an Laplacetransformen. Med hjilp av Fouriertransformen kan en signal u(t)
skrivas som en (oéndlig) summa av svingningar e™! = coswt + isinwt med
olika frekvens w:

1 i :
u(t) = o / U (w)elwtdw (invers Fouriertransform)
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Viktningen av olika frekvenser ges av Fouriertransformen U(w), som alltsi &r
en funktion av frekvensen w, och som definieras som

U(w)z/ u(t)e”™“'dt (Fouriertransform)

— 00

Vi tittar pa ett exempel. Lat u(t) vara en sinusvag med frekvens w,, som startar
vid ¢ = 0 och dar amplituden avtar exponentiellt:

{ e Y%sin(wet), t>0 Wo

0, p<o SUW=

w2+ (a+iw)?

Fouriertransformen U (w) &r alltsd komplexvird trots att signalen u(t) ar reell,
och beloppet av U(w) kan tolkas som frekvensinnehdllet i signalen u(t). Nedan-
staende figur visar signalen u(t) och frekvensinnehallet |U(w)| och vi ser tydligt
topparna vid tw, = £1.
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Figur 1: Signalen u(t) och dess Fouriertransform U(w).

Fouriertransformen ger en intuitiv frekvensbeskriving av signaler och den &r
anviandbar vid till exempel filterdesign. Nackdelen &r att det bara gar att be-
handla begriinsade, absolut integrerbaral, funktioner u(t) och vi vill ju fiven stu-
dera instabila system dér signalerna viixer obehindrat. Som tur &r finns Lapla-
cetransformen.

Laplacetransformen

Aven om u(t) inte skulle vara absolut integrerbar sa kan det hinda att u(t)e~*

ar det for nagot reellt o. Da kan vi ta Fouriertransformen av den nya funktionen

/ u(t)e 7te "™t :/ u(t)e” Tty :/ u(t)e stdt

— 00 — 00 — 00

dér vi i den sista likheten har introducerat den komplexa variablen s := o + iw.
Integralen ovan kan nu betraktas som en funktion av s. Innan vi gar vidare ska
vi begrinsa oss till funktioner u(¢) som &r identiskt lika med noll for ¢ < 0,
precis som vi gjorde i Fourierexemplet ovan, och det innebér att den undre
integrationsgrinsen kan séttas till 0 istéllet for —oo. Nu kan vi definiera den
(enkelsidiga) Laplacetransformen?

U(s) = Lu(s) :/ u(t)e *'dt (Laplacetransform)
0

Laplacetransformen &r definierad f6r de s dér integralen ovan &r konvergent och
det gar att visa att det motsvarar ett halvplan {s: Res > o,} for nagot reellt
0, som beror pé hur u(t) ser ut. Med hjilp av den inversa Laplacetransformen
kan en signal u(t), (t > 0), tolkas som en (oédndlig) summa av avtagande eller

Skande svingningar e%! = et (coswt + i sinwt):
1 o1+i00
u(t) = —/ U(s)e®ds, o1 >0, t>0 (invers Laplacetransform)
2772 o1—ioco

Lu(t) &r absolut integrerbar om [°7_ |u(t)|dt < oo
2Ibland anvinder vi skrivsittet U(s) = L[u(t)](s) eller U(s) = L[u(t)] dér variablen s &r
underforstadd.



Nu kan vi titta pa exemplet fran tidigare igen

| e sin(wet), t>0 B Wo
ww-{i <o YT oE e

dér U(s) nu ar definierad for Res > —a. I vénstra grafen i figuren nedan visas
beloppet av U(s) 6ver en del av det komplexa talplanet ddr den &r definierad.
I punkterna s = —a + w, blir U(s) singuldr och amplituden gar mot odndlig-
heten. Eftersom den imaginira axeln ar del av definitionsméngden sa existerar
aven Fouriertransformen av u(t), vilket vi ju redan visste, och den har ritats ut
som en svart linje i plotten. Laplacetransformen och Fouriertransformen sam-
manfaller alltsé pa den imaginédra axeln, Ugz(iw) = Ur(w), men tdnk pé att
Laplacetransformen maste vara definierad pa imaginéra axeln for att det ska
gélla.

Figur 2: Laplacetransformen U (s) och Fouriertransformen U(w) (svarta linjen).

Lat oss nu fundera pa hur det skulle sett ut om wu(t) varit en sinus med ex-
ponentiellt 6kande amplitud istéillet, e* sin(w,yt). D4 hade Laplacetransformen
varit U(s) = W vilket motsvarar en translation av den tidigare funktio-
nen 2a enheter i positiv riktning ldngs den reella axeln. Beloppet av funktionen
finns atergiven i den hogra grafen i figuen nedan. Definitionsméngden hade varit
Re s > a vilket inte innefattar imaginéra axeln och detta stimmer ju ocksa med
det vi redan vet; att funktionen saknar Fouriertransform eftersom den inte ar
absolut integrerbar.



Analytisk fortsattning

Betrakta funktionen U(s) i (1). Det gar att utvidga definitionsméngden for
funktionen till hela det komplexa talplanet utom punkterna s = —a + w, dar
den &r singulér. Dessa punkter kallas poler till funktionen U (s).

Rels)

Figur 3: Analytisk fortsittning av funktionen U(s) i (1) med poler i —a £ w,.

Figuren nedan visar typiska signaler i tidsplanet och deras Laplacetransfor-
mer som poler i det komplexa talplanet.
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Figur 4: Signaler u(t) och motsvarande poler for Ul(s).



Nagra rakneregler och vanliga transformpar

For G(s) := L[g(¥)](s) och F(s) := L[f(¢)](s) s& géller
Entydighet:

Linjaritet:
Llag(t) + Bf()](s) = aG(s) + BF (s)

Tidsforskjutning:

Llg(t = a)](s) = e *°G(s)
Derivering:

d
LI FO)(s) = sF(s) = f(0)

Integrering;:

el fryir(s) =
Faltning:

ﬁAfmﬂ#wMﬂ®=F@G@
Impuls, deltafunktion:

gt) =0 G(s) =1

Steg:
1
o) =1 G(s) =
Ramp:
1
g(t) =t & G(s) =
Exponentialfunktion:
(1) = e & G(s) = —
g =  s—a



Differentialekvationer och overforingsfunktioner

Vi bérjar med ett exempel. Antag att vi har ett system som beskrivs enligt
foljande differentialekvation

Lytt) = —ay(t) +bu(t), y(0) =, )

dér vi kan lata u(t) vara ett steg, dvs u(t) = 1,¢ > 0. Losningen ges av summan
av en partikulérlosning, t.ex. y,(t) = b/a, och den homogena l6sningen yy,(t) =
Ce™% for nagot C. Virdet pa C kan bestdmmas fran begynnelsevillkoret y(0) =
Yo

b b
y(0) = 4p(0) +9n(0) =~ +C=yo = C=yo —
b b\ . b o u
— — — at _ — 1_ a a
= y(t) a—i— (yo a)e a( e ") + yoe (3)

Om vi later Y (s) := L[y(t)](s) och U(s) := L[u(t)](s) och anvinder rikne-
reglerna ovan for att ta fram Laplacetransformen av (2) far vi

sY(s) —yo = —aY¥ (s) + bU(s)

b 0 b 1 o b (1 1 o
SY(s) = ——U(s) + 2 = 5 :(_ >+ ]

s+ a s+ a 5+a§ s+ a a \ s s+ a s+ a

och transformerar vi tillbaka till tidsdoméanen far vi naturligtvis samma svar
som i (3). Oftatst &r vi inte intresserade av bidraget fran initialvirdet y, och
antar darfor att detta &r 0. Da kan vi aterigen betrakta ekvationen ovan

Y(s) = ——U(s) = Gls)U(s) @

dér vi infor beteckningen G(s) = L[g(¢t)](s) for dverforingsfunktionen fran U till
Y. Med hjélp av faltningsformeln far vi

y(t) = /Otg(T)u(t —T)dr = /Ot be T - 1dr
- [b} ) 5)

a 0 a

vilket forstas ocksd Gverensstdmmer med (3).
For en generell linjar differentialekvation med reella koefficienter ar Gverfo-
ringsfunktionen en rationell funktion av s, det vill sdga

dér A(s) och B(s) ar polynom. Polerna for G(s) ges alltsd av nollstéllena for
polynomet A(s).



Slutvardessatsen

Slutvirdessatsen ar anvindbar for att rikna ut vad en signal y(t) konvergerar
mot d& t — oo, vilket kan motsvara vad utsignalen stéller in sig pa nér systemet
natt jaimvikt. Under forutsittning att en sddan jaimviktspunkt existerar sa séger
slutviardessatsen att

li t) = lim sY

Ay = svls)

Lat oss kontrollera detta for systemet (4) som vi vet &r stabilt och dér (5) ger
att lim;—, oo y(t) = b/a. Enligt slutvirdessatsen ges slutvirdet av

b 1 b b
lim sY'(s) = lim s — = lim = -
5—=0 s=0 s+as s20s+a a

vllket ar korrekt svar. Notera att slutvirdessatsen bara &r giltig da gransvérdet
lim_, oo y(t) existerar.



