Uppgifter, 2015
Tillampad linjar algebra
Geometri.

1. Uppgift. Lat A= (1,1,1), B=(-1,2,3), C = (1,1,0) vara punkter i R3.

(1) Beskriva pa parameter form alla plan som innehaler A, B och C'. Ger ett system
av linjara ekvationer som beskriver planet

(2) Lat L vara en linje genom A och B. Beskriva L pa parameter form. Ger ett
system av linjara ekvationer som beskriver L.

(3) Berdkna avstandet mellan C' och linjen L.

(4) Berékna area av triangel ABC'.

(5) Berdkna area av parallellogram som spanns av A, B, och C.

2. Uppgift. Lat:

(1) Bestdm en ekvation for planet Span(v, ).
(2) Bestam a saatt u ligger i planet Span(v, o).

3. Uppgift. Betrakta en linje L; i R? som ges av (1,1,1) +£(1,2,2).
(1) Bestam all virde pa a sa att linjen Ly genom (—1, —1,2) och (a, 5, 5) skér linjen
Ly och bestam skarningen.

(2) For alla virden fran (2), bestdm en ekvation av planet som innehaler L; och
Ly.

4. Uppgift. Lat plan P; och P, i R? ges av parameter form (2s + t,3s — 2t,s) och
(t,s,t — s). Bestdm ekvationer som beskriver P; och P,. Beskriv snittet av P; och P;
pa parameter form.

5. Uppgift. Lat A = (1,1), B = (2, 3) vara punkter och 2z —y = 2 en linje L i R?.
(1) Hitta en punkt P pa linjen L sa att triangel ABP ar vinkelrétt i P.

(2) Hitta en punkt P pa linjen L att triangel ABP &r vinkelrdtt i A.
(3) Hitta en punkt P pa linjen L att triangel ABP &r vinkelrdtt i B.

6. Uppgift. Betrakta foljande plan i R® P, som ges av o + 2y + z = 1, P, som ges av
2x — 3y + z = 2, och P3 som ges av 4x + 5y — 22 = —1. Beskriva all punkter pa linjer
som ges av snittet av P; och P,, P, och P53, P, och P3. Avgor om det finns en punkt
som ligger pa alla plan.

7. Uppgift. Betrakta tva plan P, och P, i R3 som ges av ekvationer:
P: x—y+2=2 Py 2e+22=1

(1) En linje (1,1,0) + ¢(2,0, 3) speglas genom P till en linje L. Undersok om L
skar planet Ps.
1



—1
(2) Bestam alla verktorer i P; som har langden 2 och &r ortogonala till | 2
1

8. Uppgift. Lat L ir en linje i R3 som ges av:
r+y+z=1
—r—y+z2=0
(1) Hur manga plan finns det R? som innehaller L och punkten (—1,0, 3).
(2) Bestdm en ekvation av nagot plan som innehaller L och punkten (—1,0, 3).
(3) Bestam all del rum i R? som innehaller L.
(4) Bestdm en ekvation till planet som innehaller L och &r ortogonal till planet
20 -3y +z2=1.
9. Uppgift. Triangelns horn ges av (2,—1,3), (—1,—2,—3) och (1,3,4). Bestam
mittpunkterna pa sidorna av triangeln.

10. Uppgift. Lat H vara ett plan i R? som innehaller punkten A = (1,2,3). Lat L
vara en linje i R? som innehaller punkten P = (2,1,2). Antar att snittet av L och H
ar en punkt A.
(1) Lat T vara linjen som man fa nér L reflekteras av planet H. Antar att T
innehller punkten @ = (3,3, 1). Bestdm normal vektor och ekvation av planet

1
(2) Antar att 7 = |—1| ar normal vektor till H. Bestdam riktnings vektor till linjen
1
som man fa nar L reflekteras av planet H.



Losningar av system av linjara ekvationer, Gauss-Jordan, determinanter.

11. Uppgift. Betrakta ett system av linjara ekvationer:

2 +y+z=>b
20 +ay +3z2=2
—r—y—z=3

(1) Skriv systemet som en matrisekvation Az = v.

(2) Hitta virda av a och b sa att systemet har inga 16sningar.

(3) Hitta vérde av a och b sa att systemet har precis en 16sning.

(4) Hitta virde av a och b sa att systemet har odndlig manga lésningar och hitta
dem.

(5) Bestdm detrerminananten till A.

(6) For vilka a matrisen A ar inverterbar

12. Uppgift.
1 —1
1 0
(1) Lat W = span 4 0 . Bestam ett ekvation system som har W for
3 —4
1 —1

l6sningsméangden.
(2) Bestdm en matris A sa att W = ker(A).

2t — s
13. Uppgift. Betrakta ett plan P i R3 som ges pa parameter from | ¢+ s |. Bestam
—t—s5
ett ekvation system som beskriver planet P.
2 -1 5
14. Uppgift. Lat A= | 3 0 6 |. Bestam en matris £ sa att matrisen F A bildas
4 =27

fran A genom Gauss-Jordan operationerna (dessa operationer appliceras pa A): forsta
raden multipliceras med 2, forsta raden multipliceras med —1 och adderas till andra
raden, forsta raden byter plats med tradje raden.

15. Uppgift. Betrakta foljande systemet:
T1+ 203+ x3—24=0
—r1+ 202+ 23+ 24 =0
Ty +2x3=0
(1) Forklara varfor 1osningméngden W till systemet ar ett delrum i R*.

(2) Bestdm en bas till 16sningméngden W.
(3) Bestedm en linjir avbildning g: RS — R* s& att im(g) = W.



(4) Besteam en linjar avbildning f: R* — R s att ker(f) = W.
(5) Bestedm en bas till ortogonala komplementet av W.



Linjara avbildningar och matriser.

16. Uppgift. Betrakta foljande matris:
3 -1
=% ]

(1) Ar det sant att vektor [ _21 } ligger i im(A)?

(2) Bestam ker(A).

(3) Bevisa att linjen 2z + 3y = 2 avbildas till en linje L och inte en punkt. Hitta
en ekvation som beskriver A(L).

(4) Bestam om linjen 3z — y = 5 avbildas till en punkt eller en linje och beskrev
detta.

17. Uppgift. Lat f : R* — R* vara en linjiar avbildning s att:
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(1) Forklara varfor finns det bara en sadana linjér avbildning.

(2) Bestdm matrisen till f och hitta f(z,y, 2).

(3) Bestdm im(f).

(4) Bestdam an bas till bildrum im(f) och en bas till nollrum ker(f).

18. Uppgift. Lat f : R?> — R? vara en linjar avbildning sa att:

(5= (D=5

(1) Bestam matrisen till f och hitta f(z,y).
(2) Ar det sant att im(f) = R

1 0
(3) Bestam f(£2), dér 2 &r enhetskvadrat som spans av [ 0 } och [ 1 } (rita f(2)).

19. Uppgift. Lat f : R? — R? vara speglingen i linjen L; som ges av 2z — 2y = 0 och
g : R? — R? vara speglingen i linjen L, som ges av 3z + 2y = 0.

(1) Hitta matrisen till f, g, fg, och gf.

(2) Forklara hur parallellogramet som spanns av (0, 0), (0,2), (1,1) avbildas genom

f.



1 -1
20. Uppgift. Bestdm alla 3 x 3 matriser A sa att im(A) = span 11,] 0
1 1
—1
och ker(A) = span 2
0

21. Uppgift.

(1) forklara varfor 16sningar till foljande system ar ett delrum i R*
T1+ Ty = X3

T1+ T3 =—Ts+ T4

(2) Hitta en 4 x 4 matris A vars bildrum &r l6sningar till systemet ovan.

1 0 2

. o o -1 . 1 . 2

22. Uppgift. Lat v; = 1 och vy = e och U3 = 0
0 0 1

(1) Ar det sant att vektorerna @, i, s ér linjér oberoende?
(2) Bestam en linjar avbildning f: R* — R? si att ker(f) = span(vy, Ua, U3).

23. Uppgift. Betrakta foljande matris:
3 -1
=155
Bevisa att linjen 2z + 3y = 2 avbildas till en linje L och inte en punkt. Hitta en

ckvation som beskriver L.

24. Uppgift.

(1) Bevisa att 16sningen till foljande systemet beskriver an linje L i R?:

20 =2y + 3z = —1

20 +y+2=1
(2) Betrakta foljande matris:
3 -1 2
A=| -2 2 0
0 -1 -1

Bevisa att linjen L, som definieras i (1) avbildas till en linje L; och inte en
punkt. Hitta en ekvation som beskriver L.
(3) Bestdm rangen till A och determinanten till A.



25. Uppgift. Betrakta foljande matris:
1
A= -2 2 1
2

(1) Bestdm en bas till ker(A), im(A), och ker(A)*.
(2) Bestdm en vektor som inte ligger i im(A).

26. Uppgift. Lat:

10 0 1
1 -1 0 1

(1) Undersok om im(A) och im(B) skér varandra och hitta alla vektorer i skérningen.
Forklara varfor skarningen ar ett delrum i R® och berikna sitt dimension.
(2) Hitta en vektor i im(A) som inte ligger i im(B).

27. Uppgift. Betrakta foljande matris:

0 1 -1
A=11 1 1
-1 0 2

Bevisa att matrisen A uppfyller foljande likheten:
AP —3A+4A-5=0
28. Uppgift. Lat T: R* — R* ges som:

T ary — I3
x To+ T

T 2 _ 2 4
x3 T3 — T4
Ty bLEl + ) + Ty

(1) Bestam alla a och b sa att 7" blir inverterbar (du kan anvnda determinanten).
(2) Bestam den inversa avbildningen 77! f6r a = b = 1.
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Linjar oberoende vektorer, baser, koordinater i olika baser.

29. Uppgift. Bevisa att vektorer @ = {Zl} och ¥ = {zl} ar linjar beroende om ch
2 2

endast om ujvy — viuy = 0.

30. Uppgift. Lat:

-2 1 2 1
i=| -1 i=10 v=| 1 =11
1 1 -1 1

(1) Forklara varfor B = {v, 4, @} &r en bas till R3.

(2) Hitta koordinaterna av £ i basen B.

(3) Lat 32® — y* + xz — yz = 0 vara en kurva i standarda koordinater. Bestam
ekvation for kurvan i koordinater a, b, c i basen B.

31. Uppgift. Lat:

) 1 0 3
. ~1 . 0 . 9 . 1
1= 1 1 2= U= 9 Ye=1 _9

0 1 1 0

(1) Bestdm en bas f till span(vy, Us, ¥s, Uy).
(2) Bestam en bas till span(@,, ¥, U3, U4)*.
(3) Bestam talet a sa att vektorn:

W =
—1
ligger i span(v, U, U3, U4). Bestdm dérefter koordinaterna for «f i basen .

32. Uppgift. Lat W = span(v, i), dér:

-2 1
v=| —1 u=10
1 1

(1) Forklara varfor B = {¢, W/} ar en bas till W.
(2) Lat C vara en bas till W och T = ; _3
bas B till bas C. Bestam vektorerna som ligger i C.
5
(3) Undesok om vektor | 2 | ligger i W och i sa fall bestdm koordinaterna i bas
-1

] vara en Overgangsmatrisen fran

B och C.
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33. Uppgift. Lat V = {0}, 0o} och W = {0, Wy} vara tva bas for ett delrum Vi R!%.

Antar att 6vergangsmatrisen fran bas V) till bas W ges av T = [ _2 4 _31 ] :

(1) Bestdm overgangsmatrisen fran bas W till bas V
(2) Lat f: V — V vara en linjar avbildning sa att [f]yy = [ _31 _11

[f1v-

34. Uppgift. Lat V vara ett delrum i R"™ och B = {#, ¢, @} en bas till V. Antar att
Z, 1, och 7 ar vektorer i V' sa att:

} . Bestam

—

F=2—30+@ §=ia+0 ZF=-0—1w

(1) Hitta koordinaterna av &, ¢ och Z'i bas B.
(2) Forklara varfor {&, ¥, 2} ar en bas till V.
(3) Hitta koordinaterna av ¢’ i basen {Z, ¥, Z}.

35. Uppgift. Lat L vara en linje i R? med riknigsvektor % and normal vektor 7. La
f: R? — R? vara speglingen i L och proj;: R? — R? vara orotgonal projektion pa
linjen L.

(1) Betrakta en bas V = {u,7}. Bestdm matriser [f]y och [proj,]y.

(2) Bestm [f()]y och [proj, (w)]y om & = 24 — 4.
36. Uppgift.

(1) Forklara varfor foljande vektorer bildar en bas i R%:

1] [2]

(2) Lit B = {5, d} och A — l e ] Bestiim [Alg.
12
10

(4) Lat 3z* — 2zy + 12y* = 2 vara en kurva i standarda koordinater. Bestam
ekvation for kurvan i koordinater w och z i basen B.

37. Uppgift. Lat:
1 2 -1 -1 0 1
ST R A I F
(1) Bestam en bas V = {7, @} i R? sa att [A]y, = B.
(2) Bestam [C]y.

(3) Lat B = {7, @} och [A]s = { ] Bestim A.

38. Uppgift. Lat V vara delrum i R3 som ges av 2z — 2y + z = 0. Bestam matrisrep-
resentation till ortogonala projektionen pa V' i nagon bas.
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Egenvarden och egenvektorer.

39. Betrakta matrisen

A:

NN O
N O N
O NN

(1) Bevisa at —2 ar en eigenvérde till A och bestdm matsvarande eigenvektorer.
(2) Bestdm karaktéristiska polynomet for A.

40. Uppgift. Lat V vara ett delrum i R". Bestdm egenvrden och egenvektorer till
projy : R* — R™.
41. Uppgift. Lat f: R® — R3 vara en linjir avbildning som har —1, 0 och 2 for
egenviarden.

(1) Bestam egenvirden till sammansétning f2.

(2) Kan f diagonalizaras?

(3) Kan f? diagonalizeras?

42. Uppgift. Lat f: R® — R" vara en linjir avbildning. Antar att f'3° = 0. Bevisa
att den enda eigenvérdet av f ar 0.

43. Uppgift. Lat P, vara mingden av alla polynomer p(z) av grad hogst n. Genom
foljande kan vi identifiera P,, med vektorrum R™!,

Qo

ay
ag+ a1 + - - - apx” —

Qn,

Lat D: P, — P, vara derivata, dvs, D(ap+a 1z +- - a,az") = ay+ 2z +-- -+“7"x”_1.
(1) Bevisa att polynomer 1, x, x2,..., " bildar en bas av P,. Den bas kallas for
standardbasen till P,,.
(2) Bestdm standardmatrisen till D for n =5 och n = 10.
(3) Bevisa att D: P, — P, ar linjar avbildning.
(4) Bestam eigenvérden till D och mastvarande eigenvektorer.

44. Uppgift. Lat:
5 3
)

(1) Hitta egenvirden och motsvarande egenvektorer till matriser A och 2A.
(2) Rita egenrummen till A.

(3) Bestam en 2 x 2 matris S sa att ST'AS dr diagonal matris.

(4) Bestam A,

45. Uppgift. Lat A vara n x n matris sa att det(A) = 0.
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(1) Forklara varfor A har en egenvektor.
(2) Forklara varfor det finns en bas B 1 R", sa att matrisen [A]g har noll vektor
som forsta kolonnen.

46. Uppgift. Lat A vara 4 x 4 symmetrisk matris som har foljande vektorer som
egenvektorer:

<y
Il
)
<L
Il
— = =

1 —1
Forklara varfor egenvardet till o ar lika med egenvérdet till .

47. Uppgift. Hitta alla varde av a sa att foljande matris ar inte diagonaliserbar:

o)

48. Uppgift. Lat A vara n X n matris. Antar att for varje vektor v, |A(v)| = |v| (A
bevarar langden). Visa att 1 och —1 &r de enda mdjliga egenvérdena till A.

49. Uppgift.

(1) Bevisa att 3 = { H , {_221 } ar en bas till R2.

(2) Lat T: R? — R? en linjir avbildning som i bas 3 representaras av matrisen:

b= [(1) —?/2}

Bestam T" <[2]) for alla heltal n > 0.

5

50. Uppgift. Lat \ vara ett nollskilt egenvarde till en kvadratisk, inverterbar matris
A. Visa att A\™1 ar egenvirde till A™L.
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Orthogonalitet, symmetriska matriser, Gram-Schmidt process.
51. Uppgift. Betrakta delrum V' i R? som ges av ekvationen:
204+3y—2=0
Bestam en ON bas till V. Bestam en matrisrepresentation till proj, : R® — R3.
52. Uppgift. Bevisa att foljande vektorer ar ortogonala:

1 2
v=|-1] w@=|-2
4 ~1

Utvidga {v, @} till en ortogonal bas for R3.
53. Uppgift. Lat:

1 001 2
A=l 12110
(1) Hitta orthonormal bas till ker(A) och im(A).
-2
-2
(2) Bevisaatt = | 2 | liggeriker(A) och berikna koordinater av ¢’ anavseende
0
1

pa basen fran (1).
(3) Bestam standard matris till projye,4): R> — R°.

1

1

(4) Bestdm projye,ay | 1

0

—1

54. Uppgift. Lat:

—2 1 2
v=| —1 u= 10 w= |1
1 1 1

Bestam en ortonormal bas till span(v, u, ).

55. Uppgift. Lat A vara n x n matris. Antar att n ar ett ojamnt tal. Visa att A har
en egenvektor.

56. Uppgift. Lat ¥ vara en vektor i R'%. Betrakta matrisen A = 77, Bevisa att A
kan ortogonalt diagonaliseras.
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57. Uppgift. Bestdm alla symmetriska 4 x 4 matriser A sa att dim(ker(A)) = 3 och
-2

som har _11 for egenvektor med egenvardet —1.

2

58. Uppgift. Betrakta fljande matris:

4 1 -1
A=11 4 -1
-1 -1 4

som har 3 och 6 for egenvardena. Bestdam en ortonormal bas av egenvektorer till A.

59. Uppgift.
Lat w,, W, Ws, och 10, vara ortonormala vektorer i R*.
(1) Berkna absolut varde av féljande determinanten:

det [1171 1172 2173 1[74}
(2) Berkna absolut vérde av foljande determinanten:

det [1171—1172 1171+IU2+U73 U73-U74 U74]
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Minstakvadratmetoden.

60. Uppgift. Anpassa kurvan y = ax + b med minstakvadratmetoden till féljande

tabell av matdata
x|-40 -20 20 40

y‘12 6 8

61. Uppgift. Anpassa kurvan y = ax?+bz+c med minstakvadratmetoden till foljande
tabell av matdata

2 10 1 2
32 0 2 8

X
y



