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m Fler bevis av NP-fullstandighet
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Repetition

Definitioner

m Ett problem tillhér NP om det kan verifieras pa polynomisk tid.

m Ett problem A &r NP-svart om varje problem i NP kan reduceras till
A.

m Ett problem ar NP-fullstdndigt om bada dessa villkor ar uppfylida.
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Teori

Bevis av NP-fullstandighet

Vad bor inga i ett bevis?

S&g att vi vill visa att problemet A &r NP-fullstandigt. D& bor vi utféra
féljande steg:
1. Visa att A € NP.

a) Foresla vad en l6sning kan vara.

b) Visa att om svaret ar ja s& kan I6sningen verifieras.

c) Visa att verifikationen tar polynomisk tid.
2. Visa att A ar NP-svart.

a) Hitta ett kdnt NP-fullstdndigt problem B att reducera.

Hitta och beskriv en karp-reduktion av B till A.

b)
c) Bevisa att reduktionen ar polynomisk.
d) Bevisa att reduktionen ar korrekt.

i) Visa att ja-instanser mappas till ja-instanser och nej-instanser till
nej-instanser.

Vi vet sedan att B <, A.
3. Nu har vi visat att A &r NP-fullstandigt!
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Uppgift fran férra dvningen

Uppgift 6 (dvning 9): Ar en Eulergraf k-fargbar?

Betrakta beslutsproblemet att givet en Eulergraf G och ett heltal k > 3
avgdra om G &r k-fargbar. Ar detta NP-fullstandigt?
Ja. Ligger i NP, da det &r enkelt att verifiera om en I6sning &r en korrekt
fargning. For att visa NP-svart sa reducerar vi k-fargningsproblemet.
m S&g att vi har en graf G. Vi gér om den till en Eulergraf G’ enligt
féljande:
m Handskakningslemmat — det finns ett jamnt antal noder med
udda valens.
m Para ihop dessa noder tva och tva.
m For varje par, infér ett nytt hérn, med en kant till vardera hérn i
paret.

m Varfor ar G’ en Eulergraf?
m Modifikationerna paverkar inte antalet farger, varfér inte?
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Uppgift fran férra dvningen

Uppgift 6: Ar en Eulergraf k-fargbar?

Visa G k-fargbar < G’ k-fargbar.
—: Antag f en fargning av G (varje hérn x far en farg f(x)).
Definiera fargningen f’ av G':
B OmxeG, f(x)=f(x)
B Om x ¢ G safinns det tva grannhérn y, z € G. Lat f(x)
vara en godtycklig farg som &r skild fran f(y) och f(z).
<= Trivialt. Varfér?
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Uppgifter

Problem 1: Konstruera kappsackslésning

Kappsacksproblemet:
m Beslutsproblem.

m Indata:

m Méangd P av féremal med vikt w; och varde v;.
m Kappsacksstorlek S.
m Ett mal K.

m Fraga: Gar det att valja ut foremal av sammanlagt varde minst K sa att
deras sammanlagda vikt ar hogst S?

m Detta ar ett kdnt NP-fullsté&ndigt problem.
Uppgift:
m Antag att vi har en algoritm A som léser beslutsproblemet.

m Konstruera en algoritm som Iser det konstruktiva kappsacksproblemet:
m Om svaret pa A ar ja, vilka foremal ska packas ned i kappsécken?

m Vifar anropa A O(|P|) ganger, men den ska i dvrigt ga pa polynomisk tid.
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Uppgifter

Problem 1: Konstruera kappsackslésning

m |dé: Anvand beslutsproblemet for att avgdra om ett element behdvs. Om
det inte behdvs, slang bort det.
m 1: function KAPPSACK(P, S, K)
2: if -A(P, S, K) then return “Ingen |6sning”
3: for varje foremal p € P do
4: if A(P— {p},S,K) then P < P — {p}
5: return P

m Korrekthet

m P innehaller inga dverfldédiga element, ty for-slingan I&per éver alla
element i P och tar bort de som &r dverflédiga.

m P innehaller en l&sning, ty detta ar dels uppfyllt innan slingan, och
dels efter varje iteration.
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Uppgifter

Problem 2: Tillférlitlighet hos internet

Bakgrund:
m Datorer och férbindelser mellan datorer gar ofta sénder.

m Darfor vill man att det ska finnas flera alternativa vagar mellan varje par
av datorer pa internet.

m T.ex: Om det finns tre olika disjunkta vagar (med avseende p& hérn)
mellan dator A och B sa kan tva datorer (vilka som helst) férsvinna, utan
att férbindelsen mellan A och B férsvinner.
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Uppgifter

Problem 2: Tillférlitlighet hos internet

Problemet:

m Se internet som en oriktad graf. Horn: datorer. Kant fran X till Y: en
mojlig direktférbindelse mellan X och Y.

m For varje par av datorer (X, Y) har vi en 6nskad tillforlitlighet T(X, Y),
som sager hur manga disjunkta vagar det ska finnas i internet mellan X
och Y.

m Vi har en budget B, som sdger hur manga direktférbindelser vi har rad
att skapa.

m Fragan: Kan vi plocka ut en delgraf bestadende av B kanter, sa att det for
alla par av hérn (X, Y) finns minst T(X, Y) disjunkta stigar i delgrafen
mellan X och Y?

Visa att detta problem &ar NP-fullstandigt!
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Uppgifter

Problem 2: Tillférlitlighet hos internet

m Beslutsproblem: Givet grafen G, gar det att plocka ut en delgraf G’
bestdende av exakt B kanter sa att det for alla par av hérn (X, Y) finns
minst T(X, Y) disjunkta stigar i G’ mellan X och Y?

m Visa att problemet ligger i NP.

m Ldsning? En delgraf G’ enligt ovan. Tillsammans med, for varje par
(X,Y) av noder, en lista 6ver minst T(X, Y) disjunkta stigar.
m Kan pa polynomisk tid verifiera genom att
a) Kontrollera att G’ ar en delgraf till grafen.
b) Kontrollera att G’ har exakt B kanter.
c) Kontrollera for varje par av horn att det krévta antalet disjunkta stigar
finns specifierade, ar korrekta och disjunkta.
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Uppgifter

Problem 2: Tillférlitlighet hos Internet

m Visa att problemet &r NP-svart.

m Vilket problem ska vi reducera?
Hamiltonsk cykel fungerar fint.
m 1: function HAMCYCLE(G = (V,E))
2. B+ |V
3  TX,)Y)+2 VX, YeV
4: return INTERNETBESLUT(G, T, B)
m Reduktionens tidskomplexitet € O(|V|*), polynomiskt i
indatastorlek.
m Korrekthet?
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Uppgifter

Problem 2: Tillférlitlighet hos internet

Korrekthet:

m Antag att vi har en ja-instans s av hamiltonsk cykel, dvs det finns en
hamiltoncykel i G. Vi ska d& visa att var konstruerade instans s’ av
INTERNETBESLUT ocksa ar en ja-instans.

Notera att om vi véljer ut delgrafen G’ = (V, E’), d&r E precis innehaller
kanterna i hamiltoncykeln, s& &ar det en I8sning till INTERNETBESLUT.
Varfor?

m Antag att var konstruerade instans s’ av INTERNETBESLUT &r en
ja-instans. Vi vill visa att det existerar en hamiltoncykel i G.
Valj tva godtyckliga noder X, Y € V. Det existerar tva disjunkta stigar
mellan dem. Unionen av dessa stigar &r en hamiltoncykel. Varfér?

Problemet &r saledes NP-fullstandigt.
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Uppgifter

Problem 3: Hastads leksaksaffar

m Hastads leksaksaffar séljer ett pussel som bestar av en lada och ett
antal kort (se figur).

m Kort kan placeras i ladan pa tva satt, med framsidan upp eller med
baksidan upp, eftersom det finns urgrépningar i korten som maste passa
in i lister som sitter i ladan.

m Pa varje kort finns tva kolumner med hal, men vissa av halen ar
igenfyllda.

m Malet med pusslet &r att lAgga korten i [adan pa ett sant satt att hela
botten tacks; fér varje halposition maste allisa atminstone ett av korten
ha ett igenfyllt hal.

Bevisa att féljande sprak ar NP-fullstandigt:

Toys = {{c1,ca,...,cn) : (c; beskriver kort) A (det gar att 16sa pusslet)}
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Uppgifter

Hastads leksaksaffar

m Visa ligger i NP.
m Visa NP-svart.

m Vilket problem ska vi reducera?
Vi kan férs6ka med CNF-SAT.

m Givet en CNF-formel
e=0LVLV---VI)ANLV---VIE)AN---AN()

med n variabler och m klausuler, vill vi konstruera en en instans v av
LEKSAKER, som ar satisfierbar om och endast om ~ ar Iésbar.
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Uppgifter

Hastads leksaksaffar

Reduktionen

Vi reducerar problemet enligt féljande:
1) Varje variabel x; motsvarar ett kort c;.

2) Det finns tva kolumner med m positioner pa varje kort, dvs en rad for varje
klausul.

) Om x; finns med i klausul j, sa ar det vanstra halet pa rad j i ¢; fortackt.
) Om x; finns med i klausul j, s& &r det hdgra halet pa rad j i ¢; fortackt.
5) Alla andra positioner har hal.
)

Det finns ett extra “magiskt” kort ¢, med hal endast i den vanstra
kolumnen.

Antag att ¢ ar satisfierbar. Da I6ser vi vart specialfall v av LEKSAKER genom
att lata extrakortet ligga ratt vag, 1ata c; ligga ratt vdg om x; = 1, men vanda
pa ¢; om %;. Alla hal tacks eftersom varje klausul ar satisfierad.

Omvént, om ~ ar I6st, valj x; = 1 om ¢; ligger rétt vag, x; = 0 om ¢; ligger fel
vag. OBS: Vad gor vi om extrakortet ar vant?
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Uppgifter

Uppgift 4: Processorschemalaggning

Problemet:
m Vi har n stycken jobb, samt tillrackligt ménga processorer.
m Varje jobb tar en tidsenhet att géra.

m Det finns villkor pa formen “jobb i kan inte exekveras samtidigt som jobb

J -

m Gar det att schemaldgga jobben pa ett sddant satt att alla jobb ar klara
efter 3 tidsenheter?

Visa att problemet &r NP-fullstdndigt!
m Visa ligger i NP.
m Visa NP-svart.

m Vilket problem?
m 3-fargning!
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Uppgifter

Uppgift 4: Processorschemalaggning

m Vi vill reducera 3-fargning till schemalaggningsproblemet.

m Lat hérnen i grafen motsvara jobb, samt lat en kant mellan tva noter
betyda att jobben ej far utféras samtidigt.

m Vitolkar de tre fargerna som de tre tidsenheterna.

m Anropa schemal&ggningsproblemet med detta indata och returnera
svaret!

Korrekthet:
m Om det finns en treférgning, sa finns det en tilldten schemalaggning.

m Om det for var reducerade instans finns en tillaten schemalaggning sa
motsarar denna en tilldten trefargning.
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NESEREN]

Nasta gang

m Hur kan vi hantera NP-fullstdndiga problem i praktiken?
Approximationsalgoritmer

Mina slides ligger pa kurshemsidan under Kursinnehall/Ovningsanteckningar.
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