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m Approximationsalgoritmer
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Repetition av viktiga begrepp

Vad g6ér man om man maste I6sa ett NP-fullstandigt problem?
1. Begréansa problemet - vissa indatatyper kan vara enklare.
2. L6s for sméa indata med exponentiell algoritm.

3. Anvand en approximationsalgoritm, som garanterat ger en Idsning
som &r nara den optimala.

4. Anvand en heuristik, som férhoppningsvis ger en bra 16sning.

m Approximationskvoten ar ett matt pa hur bra I6sningar en
approximationsalgoritm ger.

L APPROX
D — >
Minimeringsproblem OPT =
. OPT
>
Maximeringsproblem APPROX = 1
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Repetition av viktiga begrepp

m APX = {Problem som kan approximeras inom nagon konstant}

m Det finns problem som ¢ APX, som alltsa inte kan approximeras
inom nagon konstant. Exempel:

m TSP
m Max klick

m Vantevéarde
m Definition: Om X &r en diskret stokastisk variabel sa géller

E(X)=Y k-P(X=k)
k

m Egenskap: Vantevardet &r linjart.
E(aX + BY) = aE(X) + BE(y)
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Uppgift 1
Approximation av oberoende mangd

INDEPENDENT SET-B: Problemet att hitta en maximal mangd
oberoende hérn i en graf vars gradtal (i varje hérn) ar hégst B.

Visa att problemet ligger i APX.

Enkel approximationsalgoritm:
1: function APPROX-INDEPENDENT-SET-B(V, E)

2: Vi

3: W<+V

4. forve Wdo

5: Vi~V U{v}

6: WeW-{weW: (wyv) eE}—{v}

7: return V’
Vilken approximationskvot far vi?
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Uppgift 1

Approximation av oberoende mangd

1
2
3
4:
5:

V0

WV

: forve Wdo

Vi« V' u{v}

WW—-{weW: (wv) e€E}—{v}

m Efter algoritmen ar V’ en oberoende mangd hérn.
m Viser att V' ocksa ar en dominerande mangd hdérn.
m Vivill visa att |V, ar hogst B ganger storre &n |V'|.
m Betrakta ett hérnv € V. Om v ¢ V,,,, s& tillhor i varsta fall alla v:s
grannar V,,.. Men dessa &r som vérst B stycken.
m Detta galler for varje hérni V.
m Totalt maste alltsa |V,,| > B - |V’].
m Vart resonemang stdmmer eftersom V’ ar en dominerande méngd.
Det vill sdga, varje hérn i V ligger antingen i V' eller ar granne till en
nod i V. Darmed har vi téckt in alla fall.
m Slutsats: Problemet kan approximeras inom en faktor B.
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Uppgift 2

Probabilistisk alla-inte-lika-satisfiering

MAX NOT-ALL-EQUAL 3-CNF SAT:
INMATNING: En CNF-formel som bestar av klausulerna cy, ¢z, ..., cm
dar varje klausul ar en disjunktion av exakt tre literaler
(variabler eller negerade variabler). Variablerna heter
X1,X2, .., Xp-
LOSNING: En variabeltilldelning.
MALFUNKTION: Antalet klausuler som innehaller minst en sann literal
och minst en falsk literal.
PROBLEM: Maximera malfunktionen.

Detta problem ar NP-svart, sa vi vill approximera det inom en konstant
i polynomisk tid.

m Konstruera en probabilistisk approximationsalgoritm fér problemet
med férvantad approximationskvot 4/3.

m Analysera tidskomplexitet och férvantad approximationskvot.
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Uppgift 2

Probabilistisk alla-inte-lika-satisfiering

ALGORITM: Satt varje variabel till ett slumpmassigt valt varde, med uniform
sannolikhetsférdelning.

APPROXIMATIONSKVOT:

Aj = handelsen att klausulen ¢; har bdde sanna och falska literaler

m

1 omA; hander
X» frd 7 5 X = X
/ {0 annars Z /

j=1 j=1 Jj=1 \k
- - 2 "3 3m
‘ 8 4 4
j=1 j=1 J=1
OPT m 4

< ==
APPROX ~ 3m/4 3
Linjar tid, linjar slump.
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Uppgift 3

Approximation av linjara olikheter

MAX SAT LRZ: Givet en uppsattning linjara olikheter av typen >, som
t.ex:

2x1 — 8x3 + 3xg >3
—dxy +x3 —2x5+Tx7 > —4
X4 + 2x6 — 4x7 >0

hitta en variabeltilldelning som satisfierar s& manga olikheter som
mojligt.

Konstruera en approximationsalgoritm som approximerar MAX SAT
LR= inom faktorn 2.
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Uppgift 3

Approximation av linjara olikheter

1: function APPROX-MAX-SAT-LRZ (X, E)
2 while E # () do
3 if det finns olikheter i E med en enda variabel then
4: U + {x € X : x & ensam variabel i minst en olikhet i E}
5: Valj godtyckligt y € U.
6 F(y) < {e € E: e barainnehaller variabeln y}
7 Ge y ett varde som satisfierar s& manga olikheter i F(y)
som mojligt.
8: E <+ E—F(y)
9: else
10: Valj godtyckligt y € X
11: y<+0
12: Evaluera om olikheterna i E som innehaller y.
13: X—X—-{y}

14: return de gjorda tilldelningarna
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Uppgift 3

Approximation av linjara olikheter

m Tilldelningen av y pa rad 7 gor alltid att minst hélften av
olikheterna i F(y) ar satisfierade. Varfor?

m Alltsd maste minst halften av olikheterna i hela systemet vara
satisfierade i slutet.

m Eftersom hdgst alla kan satisfieras blir approximationskvoten

OPT  |E|
APPROX — L|E| —

m Polynomisk tidskomplexitet.
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Uppgift 4

Ovre gréns fér approximation av homogena bipoléra

olikheter

MAX HOM BIPOLAR SAT LR=: Samma problem som MAX SAT LR=,
men variablerna far bara anta vardena —1 och 1 och alla olikheter ar
homogena. Exempel:

2x1 — 8x3 + 3x3 >0
—4xy +x3 —2x5s+Tx;7 >0, x;€{-1,1},
X4 + 2x6 — 4xq >0

Visa att:
a) MAXx Hom BIPOLAR SAT LRZ kan approximeras inom faktorn 2.
b) MAX HOM BIPOLAR SAT LR~ kan approximeras inom faktorn 4.
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Uppgift 4

Ovre gréans fér homogena bipoléra olikheter

a) Visa att MAX HOM BIPOLAR SAT LR kan approximeras inom
faktorn 2.
m Tag en godtycklig bipolar vektor x.
m Varje olikhet satisfieras antingen av x eller —x.
m Valj den av x och —x som satisfierar flest. Detta ar minst hélften.

b) Visa att MAX HOM BIPOLAR SAT LR~ kan approximeras inom
faktorn 4.
m Samma algoritm som for a) fungerar inte nar vi har > istéllet fér >.
m Dela in i tva delproblem:
Hitta en 16sning fér vilken minst hélften av vansterleden &r nollskilda.
Olikheterna med nollskilt vansterled kan nu behandlas som i a).
m Modifiera algoritmen for MAX SAT LR for att hitta en 16sning x dar
minst hélften av vénsterleden &r nollskilda.
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Uppgift 4

Ovre gréans fér homogena bipoléra olikheter

b) Visa att MAX HOM BIPOLAR SAT LR~ kan approximeras inom
faktorn 4.
m Modifiera algoritmen for MAX SAT LRZ for att hitta en 16sning x dar

minst halften av véansterleden &r nollskilda.

1: while E # 0 do

2 if det finns olikheter i E med en enda variabel then

3: U < {x € X : x & ensam variabel i minst en olikhet i E}
4: Valj godtyckligt y € U.

5 F(y) + {e € E: e barainnehdller variabeln y}

6 Ge y ett varde som gor att vansterledet ar nollskilt fér sa

manga F(y) som mojligt.

7: E<+ E—F(y)
8: else
9: VAlj godtyckligt y € X
10: y+ 0
11: Evaluera om olikheterna i E som innehaller y.

122 X+ X—-{y}
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Uppgift 4

Ovre gréans fér homogena bipoléra olikheter

m Med hjélp av den algoritmen far vi alltsa ut en tilldelning x sddan
att minst hélften av olikheternas vansterled ar nollskilda.

m Givet ett sddant x, betrakta ocksa —x.

m Enligt samma resonemang som f6r a) maste varje nollskild olikhet
vara uppfylld antingen i x eller i —x.

m Valj den av x och —x som uppfyller flest.

Approximationskvot:

orT  |E|
APPROX — (L. 1y|E|

4
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Uppgift 5

Undre gréans for approximation av binara olikheter

MAX BINARY SAT LRZ: Samma problem som MAX SAT LRZ, men dar
variablerna bara far anta vardena 0 och 1.
Visa att MAX BINARY SAT LR= ¢ APX.

m Reducera ett problem som inte ligger i APX till MAX BINARY SAT
LR= med en approximationsbevarande reduktion. Vilket?

m Vireducerar MAX CLIQUE.

m Lat G = (V,E) vara indata till MAX CLIQUE.

m For varje hérn v; € V, konstruera en variabel x; och olikheten

X — Z xj > 1,
JEN(vi)
darje N(v;)) <= vj#vi A (v,vj) ¢ E.
m Notera: den i:te olikheten ar sann omm x; = 1 och
Xj = 0Vje N(V,‘).
m Om vi har en maximal l6sning till systemet av olikheter, s& ar
{v: | olikheten konstruerad fran v; ar satisfierad} en maximal klick.
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Uppgift 5

Undre gréans for approximation av binara olikheter

m Om vi har en s-klick V' C V sa kan vi fa en binar olikhet som
satisfierar de s motsvarande variablerna gnom att lata x; = 1 om
v; € V', och x; = 0 annars.

m Om vi har en binér 16sning x som satisfierar s olikheter sa kan vi fa
en s-klick genom att lata V' besta av alla hérn v; som motsvarar
satisfierade olikheter.

m Problemen &r alltsa ekvivalenta, och en maximal I6sning av det
ena ger en maximal I6sning av det andra.

m Reduktionen &r approximationsbevarande.

m Reduktionen ar dessutom kostnadsbevarande, eftersom
reduktionen bevarar malfunktionens varde.

Slutsats: MAX BINARY SAT LR= ¢ APX.

Vad kan vi siga om MAX BINARY SAT LR~ och MAX BINARY SAT
LR=?
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NESEREN]

Nasta gang

m Blandade uppgifter fran gamla tentor/muntor
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