o

Fy,
ZKTHS

VETENSKAP
3@ OCH KONST 9%

™

KTH Teknikvetenskap

SF1625 Envariabelanalys
Losningsforslag till tentamen 2016-01-11

DEL A

1. Betrakta funktionen f som ges av f(x) = x — 2arctan .

A. Bestidm definitionsmingden till f.

B. Bestdm de intervall dir f dr vixande respektive avtagande.
C. Bestiam alla lokala extrempunkter till f.

D. Bestidm alla asymptoter till funktionsgrafen y = f(z).

E. Skissa med hjilp av ovanstdende funktionsgrafen y = f(z).

Losning. A. Vi ser att f(z) dr definierat for alla reella tal = sa defintionsméingden ir R.

2 21
B och C. Vi deriverar och far f'(z) = 1 — _ som existerar for alla =
I1+22 1422
och dr noll da x = £1 De kritiska punkterna dr alltsa x = +1.

Teckenstudium av derivatan:

Om x < —1sadr f'(x) positivt. Det foljer att f dr strdngt vixande har.

Om —1 < z < 1sair f'(x) negativt. Det foljer att f ir striangt avtagande hér.

Om x > 1sadr f'(x) positivt. Det foljer att f dr strangt vixande har.

Det foljer av detta att f har en lokal maxpunkt iz = —1 och en lokal minpunktiz = 1
och inga andra extrempunkter.

D. Eftersom lim, ,.. arctanz = +7/2 ser vi att f har asymptoten y = = — 7 i
odndligheten och asymptoten y = x + 7 1 minus oé@ndligheten.

E. Vi kan nu skissa kurvan.

g

Svar: A. Alla z. B. Stringt vixande pa + < —1. Stringt avtagande pa —1 < x < 1.
Strangt vixande paxz > 1.C. Lokalt maxix = —1 ochlokalt minizx =1.D.y=o —7
ar asymptot 1 odndligheten och y = = 4 7 dr asymptot 1 minus oédndligheten. E. Se ovan.
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2. Berikna nedanstaende integraler.

In3 T
A. / dx (anvdnd gérna substitutionen u = 1 + e”)
0

1+e”
2 dz
B. / —_— (anvdnd gérna partialbraksuppdelning)
, 2 —3r—4

Losning. A. Med substitutionen u = 1 + €%, dédr e” dr = du och de nya grinserna blir 2

resp 4, far vi
In3 4
r 1
/ ¢ dx—/ —du = [Inu]y = In2.
o l+e® 9 U

B. Némnaren kan faktoriseras som z? — 3z — 4 = (x + 1)(x — 4) sé vi kan dela upp
integranden i partialbrak

1 A N B
2 —-3r—4 x—4 x+1
ddr vi kan bestimma konstanterna till A = 1/5 och B = —1/5. Vi kan dérfor berdkna

integralen enligt

2 2
dz 1/5  1/5 | )
S L L VL | Y T 1] =
/1:52—33;—4 /1<x—4 x—l—l) v =glnle —4f=Injz+ 1]}

Svar: A.In2
27,2

In

utl no
Wil bno
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3. Bestdm den 16sning till differentialekvationen
2y"(t) — 20y'(t) + 50y(t) = ¢
som ocksa uppfyller initialvillkoren y(0) = 1/125 och /(0) = 1.

Losning. Allménna 16sningen y till differentialekvationen har strukturen y = y, + y,
ddr y, dr den allminna 16sningen till motsvarande homogena ekvation och y, dr nagon
partikulédrlosning till den givna differentialekvationen.

Vi bestdimmer forst ,. Den karaktiristiska ekvationen 272 —20r +50 = 0 har 16sningen
r = b, sd vi far att

yn(t) = (A + Bt)e™.
Eftersom hogerledet ir ett forstagradspolynom ansiitter vi y,(t) = ct 4 d. Dess derivata

dr da c och insidttning av detta i differentialekvationen ger —20c + 50(ct + d) = t varur
fasattc=1/50 ochd = 1/125

Den allménna I6sningen till differentialekvationen &r alltsa

t 1
t) = (A+ Bt)e" + — + —.
Villkoret y(0) = 1/125 ger direkt att vi maste ha A = 0. Villkoret ¢/(0) = 1 ger sedan

att B = 49/50.
Den 16sning till differentialekvationen som uppfyller initialvillkoren dr dirfor

|

) = 55" T 55t o5

Svar: y(t) = 2e™ + L + .
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DEL B

1/2 1
. Beridkna integralen ——dx.
g /0 21 822"

(For full podng krdvs att integralen berdknas exakt, men delpodng kan ges for en approx-
imativ berikning. Svaret ska forenklas sd langt som mojligt.)

Losning. Vi berdknar integralen med primitiv funktion:

12 12 1 . T
do=2 " 1 g = Yarctana)2 = T
/0 2+ 822" 2/0 T ()2 0 = glaretan(Zo)ly™ = 75

Svar: 7/16
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5. Betrakta ekvationen e* 4 arcsinz = 0.
A. For vilka x dr uttrycket e” 4 arcsin x definierat?
B. Visa att ekvationen e” + arcsin x = 0 har exakt en 10sning.
C. Finn ett narmevirde till 16sningen med ett fel pa hogst 0.5.

Losning. A. Medan e” ir definierat for alla  sa &r arcsin x bara definieratda —1 < z < 1.
Vi ser alltsd att uttrycket e” + arcsin x dr definierad for x sadana att —1 < x < 1.

B och C. Sitt f(x) = e® 4 arcsinz. Ekvationen i uppgiften kan da skrivas f(z) = 0.
Definitionsmingden till f &r —1 < x < 1 och f &r kontinuerlig pa hela det slutna och
begrinsade intervallet. Vi konstaterar att f(—1) = e¢~! — 7/2 som &r mindre #n 0 och att
f(1) = e! +7/2 som ir storre dn 0. Med hjilp av satsen om mellanliggande virden far vi
fran ovanstaende att det finns en punkt z* mellan —1 och 1 sadan att f(x*) = 0. I sjélva
verket maste * med ett likadant argument ligga mellan —1 och 0 eftersom f(0) = 1 som
ar storre dn 0. En approximation av x* som har ett fel pa hogst 0.5 &r darfor —0.5.

Eftersom f'(z) = €* + Vi som dr positivt i hela det inre av intervallet sa &r f

stringt viaxande och kan dérfor inte ha mer &n ett nollstille.

Det foljer alltsa att ekvationen har exakt en 16sning. Ett ndrmevirde till 10sningen ar
—0.5. 0

Svar: Se l6sningen. Nirmevirde —0.5
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6. Ett omrade som ligger pa ena sidan om ett plant snitt genom en sfér kallas en sfarisk kalott.

A. Berikna volymen av den sfériska kalott man far genom att lata omradet mellan
kurvan y = 4/100 — 22 och z-axeln, pa intervallet 10 — A < x < 10, rotera
runt z-axeln (vi antar att 0 < h < 10).

B. En sfidr med radie 10 meter fylls med vatten i en takt av 0.2 kubikmeter per minut.
Med vilken hastighet stiger vattenytan i det 6gonblick da vattendjupet h (pa det
djupaste stillet) dr 2 meter? (7ips: fran uppgift A far du att sambandet mellan
vattenvolymen V och vattendjupet h ges av V = 10h*r — h371/3.)

Losning. A. Formeln for rotationsvolymer ger att volymen V' ges av

10 3
h
V= w/ (100 — 22) dx = 10h%r — ——,
10—h 3
B. Formeln for vattenvolymen i sfaren nir djupet &r A far vi fran uppgift A. Vattenvoly-
men ar
h3
V = 10027 — Tﬂ

Hir ska man komma ihag att bade V' och h beror pa tiden ¢, sa om vi deriverar denna
formel med avseende pa t far vi

v dh ., dh

Vi vet att dndringstakten av volymen &r 0.2 kubikmeter per minut, sa dV/dt = 0.2. Det
som soks dr dh/dt i det dgonblick da h = 2. Detta kan vi nu rékna ut, for ndr h = 2 far vi

dh dh
0.2 =40m— — 47—
Tat T T d
sa
dn = 1 meter per minut
dt 1807 P ut

3

Svar: A.10h*r — 2F
B. 1/1807 meter per minut
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DEL C

7. Denna uppgift handlar om teorin for kontinuitet och deriverbarhet.

A. Definiera vad det betyder att en funktion &dr kontinuerlig i en punkt a.

B. Definiera vad det betyder att en funktion &r deriverbar i en punkt a.

C. Bevisa att en funktion som &r deriverbar i a ocksa maste vara kontinuerlig i a.

D. Ge exempel som visar att en funktion kan vara kontinuerlig utan att vara deriverbar.

Losning. Se boken, definition 4 1 kapitel 1.4, definition 4 1 kapitel 2.2, sats 1 i kapitel 2.3,

exempel 4 1 kapitel 2.2.
g

Svar: Se boken.
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8. Betrakta funktionen f given av f(r) = x* + / sin® ¢ dt.
0

A. Berikna Taylorpolynomet av grad 2 till f kring punkten x = 0.
B. Ange feltermen och visa att den dr begriansad om |z| < 1.

C. Berikna griansvirdet lim M
x—0 ,2132

Losning. Med hjilp av huvudsatsen och kedjeregeln mm far vi att
f'(x) = 2x + sin*z och f/(0) = 0,
f"(x) =2+ 2sinz cosz och f(0) = 2,
f"(x) = 2cos 2.
Eftersom dessutom f(0) = 0 far vi det sokta Taylorpolynomet som p(z) = 2.

2 2
ng % for nagot ¢ mellan 0 och . Eftersom | cos2c| < 1 far vi att

absolutbeloppet av feltermen ir < 2/3! = 1/3 nir |z| < 1. Den ir alltsi begrinsad.
Med hjilp av ovanstaende far vi att
@)

m ——= = lim
z—0 Z‘2 z—0 xT

Feltermen ar

1‘2 + QCZT QCZL‘B

5 =1

Svar: A. p(z) = 2% B. Se losningen. C. 1
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= 1
9. Finn tal a och b sadana att a < Z — < b. For full podng krévs, forutom ett korrekt
n

resonemang, att b — a < 0.2.

o0

1 1
L¢ Vi har forst att =1+- —.
osning. Vi har forst a Z +4—|—n3n2
Med hjélp enkla uppskattnlngar liknande de som gors 1 beviset for Cauchys integralkri-

terium far vi sedan att

o0 =1 1 |
—dx < — < = —dx.
/3 i ;W 9+/3 22

Sitter vi ihop dessa obeservationer och beriknar integralen (dess virde &r 1/3), far vi

1 1 X1 1 4
I1+-4+=-< — <1+-4+-.
+4+3 ;nQ +4+9

Eftersom 1 4+ 1/44+1/3 =19/12 =1.58... och1+1/4+4+4/9 = 61/36 = 1.69...
sa kan vi vélja a = 1.58 och b = 1.7 och konstatera att

=1
1.58 < 2—2 <1.7.
n

n=1

Svar: Se 16sningen.




