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DEL A
1. Betrakta funktionen f(x,y) !
. unkti x,Y) = .
kR Y G S PRI
(a) Berikna gradienten till f i origo. (1p)
(b) Vilken information om utseendet pa grafen till f i en omgivning till origo ges av
riktningen respektive ldngden av gradienten till f i origo? 2p
(c) Har funktionen f ett minimum &ver hela xy-planet? 1p)
Losningsforslag.
(a) Vi far de partiella derivatorna
of 2(x —1) och af 2y
dr — (1+(1—2)2+y?)? oy (14 (1 —x)2+y2)?)2
vilket ger gradienten
2(x —1) 2y
rad f(z,y) = | — , — .
e 1009 = (-1 o T TP

Nir vi sitter in (x,y) = (0,0) far vi

grad £(0,0) = <_(1+ 5(26);)+ DEEG E.o(;2+o2)2> - GO) - (%0> |

(b) Eftersom funktionen &r differentierbar ger gradientens riktning information om i vil-
ken riktning grafen lutar brantast uppat. I det hir fallet &r det i positiv z-led. Beloppet
av gradienten ger den maximala riktningsderivatan, som i det hir fallet dr 1/2. Det
betyder att grafen till f har ett tangentplan som lutar med en maximal riktningskoef-
ficient 1/2 och detta &r i positiv z-led.

(c) Funktionen &r positiv over hela planet, men kan komma godtyckligt nira 0. Alltsa
finns inget minimum Over hela planet.

Svar.
(a) grad f(0,0) = (1/2,0).
(c) Funktionen har inget globalt minimum &ver hela xy-planet.
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2. (a) Formulera Greens formel' inklusive alla forutsittningar. 2p
(b) Anvind Greens formel for att beridkna kurvintegralen

/(a; —22%y) dx + (2zy* — y) dy
T

ddr T dr randen till parallelltrapetsen med horn i punkterna (0,0), (2,0), (2,4) och
(0,5) genomlSpt moturs. 2p)

Losningsforslag.
(a) Om F = (P, Q) é&r ett kontinuerligt deriverbart vektorfilt i planet och D ir ett be-
gransat omrade med en styckvis kontinuerligt deriverbar rand C' sa giller

/Cde—i—Qdy://D(%—aa—];) dzdy

dar C dr positivt orienterad med avseende pa D.
(b) Enligt Greens formel kan kurvintegralen beridknas med hjélp av dubbelintegralen

0 0
—(2x9® — 1) — — (2 — 22%y) dxd ://22+2x2d3:d
//D@x< Y —y) 83/( y) dxdy W y

dér D é&r den givna parallelltrapetsen. Vi kan beskriva D med olikheterna 0 < x < 2
och0 <y <5 — z/2, vilket gor att vi kan beridkna dubbelintegralen med upprepad
integration.

2 p5—x/2 2 y3 5—x/2
// 2y2+2m2dxdy:2/ / :E2—|—y2dydx:2/ {m%y—k—} dx
D 0o Jo 0 3 1o

2 _2/2)3 3 4 _ 242
:2/(5_x/2)$2+wdx:2 E_ﬂ_w
0 3 8 6 0
_o 40, 40 5T\ _80-12-256+625 437
- 7\3 6 6/ 3 3

Svar.
(b) Kurvintegralens virde ar 437/3.

IGreen’s Theorem in the plane.
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3. Den plana kurva C' som ges av ekvationen 27y = z(x — 9)? kan parametriseras genom
r(t) = (3%, 3t — t3) diir ¢ genomldper hela den reella tallinjen.
(a) Kontrollera att parameterkurvan dr en del av kurvan C', det vill séga att punkterna pa

den uppfyller ekvationen for C'. 1p)

(b) Berikna hastigheten r/(¢) for den parametriserade kurvan. 1p)

(c) Stéll upp den integral i parametern ¢ som berdknar ldngden av den ogla som ges av

intervallet —/3 < t < /3. Forenkla integranden sa langt som mojligt. 2p)
Losningsforslag.

(a) Vi sitter in r(t) i ekvationen och far vénsterledet
27(3t — 13)? = 27(9t* — 6t* + 19)
och hogerledet
3t2(3t% — 9)% = 3t*(9t* — 54t* + 81) = 27(¢° — 6t* + 9t2).
Eftersom hoger- och vénsterled dr lika uppfyller parametriseringen ekvationen och

parameterkurvan ér en del av C.
(b) Hastigheten av parametriseringen ges av derivatan med avseende pa t. Vi far

r'(t) = (6t,3 — 3t2).
(c) For att berdkna ldngden av kurvan integrerar vi beloppet av r’(¢). Vi far beloppet som
()] =322+ (1 —82)2=3V42+1-22 +1t' =31+ 22+ {4
=3/ (1 +2)2 = 3(1 +¢?).
Léngden av 6glan blir
V3 V3 /3
/ v/ (t)| dt = / 3(1+tH)dt = / 3(1+%)dt = 3t +1°]" 2
- V3 —V3

3v3 +3v3 — (=3V3) — (=3V3) = 12V/3.

&

Svar.
(b) r'(t) = (6t,3 — 3t?).
(c) Oglans lingd ir 121/3 lingdenheter.
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DEL B

// xy dx dy
D

dir D ar omradet som i poldra koordinater ges av olikheterna

0 <r <sin26,
0<6<m/2

4. Berikna dubbelintegralen

4 p)

Losningsforslag. Nir vi byter till poldra koordinater far vi dedy = r drdf. Integranden blir
xy = r? cos 0 sin § och griinserna ges av de givna olikheterna. Vi kan nu beriikna integralen
med upprepad integration med borjan i r-led,

7/2  psin26 /2 rd r=sin 20
// xydrdy = / / r3sin @ cos O drdf = / [— sin 6 cos 9] de
D 0 0 0 4 r=0

T2 (o 204 sin 20 1 /2 1 /2
_ / (sin 26)" sin do = —/ (sin 260)° df = —/ (1 — cos? 20)? sin 20 df.
0 4 2 8 Jo 8 Jo

Vi kan gora variabelbytet t = cos 26 och far dt = —2 sin 26 df, vilket ger

! /ﬂ/z(l cos® 260)? sin 26 d6) ! /1(1 t2)? dt L 1 -2t +t*dt
— _ 1 —_ i —_ —
8/, 16 J, 16/,

1 o3 51! 2 2 1 2 /15—-10+3 1
16 3 5], 16 35 16 15 15

1
Svar. drdy = —
var //nyxy 5
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5. (a) Lat f(z,y) vara en funktion av tva variabler. Forklara vad som menas med att en
punkt (g, yo) &r en stationdr punkt, en lokal maxpunkt, respektive en lokal minpunkt.

2p)
(b) Funktionen f(z,y) = e*~**/3=v* har stationdra punkter i (1,0) och (—1,0). Avgor
om dessa dr lokala maxpunkter, lokala minpunkter, eller ingetdera. 2p
Losningsforslag.
(a) e En stationdr punkt dr en punkt dér gradienten &r noll.

e En lokal maxpunkt dr en punkt dér funktionen antar ett virde som dr maximalt
i nagon cirkelskiva med centrum i punkten.

e En lokal minpunkt dr en punkt dir funktionen antar ett virde som dr minimalt i
nagon cirkelskiva med centrum i punkten.

(b) For att avgora om de dr lokala max- eller minpunkter ser vi pa andraderivatorna. Ef-
tersom exponentialfunktionen dr monotont vixande kan vi lika gérna betrakta funk-
tionen g(z,y) = x — x3/3 — y?. Den kvadratiska formen i Taylorpolynomet av grad
tva for g ges av matrisen

Py Oy
oz Ozdy| _ |—2¢ 0
g (‘9_29 10 =2
oyox 0y

I punkten (1, 0) far vi matrisen

oY

som dr negativt definit, vilket visar att funktionen g har ett lokalt maximum i (1, 0).
For punkten (—1,0) far vi matrisen

b )

som dr indefinit och punkten (—1, 0) &r en sadelpunkt fér g och dirmed varken lokal
maxpunkt eller lokal minpunkt.
Vi kan ocksa arbeta direkt pa funktionen f och far

g — _2y€$—df3/3—y2 aQ_f .

0
O (1 — atyerstioi? 5 oo = (2 (L=t
Y x

ox

an 2 3 /3—y2 an 3 /2,2
= (]l — zv—x°/3—y — 4 — (=92 -9 2\ x—x°/3—y
0xdy y(1 = a%)e o Oy2 (=2+ (=2y)7)e

och nér vi sitter in (1,0) och (—1,0) far vi

-2 0 2/3 . 2 0 —-2/3
{ 0 _2} e”’” respektive [0 _2} e

och samma analys som tidigare leder till samma slutsats.
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Svar.
(b) (1,0) ér en lokal maxpunkt och (—1,0) &r varken en lokal maxpunkt eller en lokal
minpunkt.
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6. Kurvan C' dr en sammanhéngande del av hyperbeln 2y = 1 fran punkten (1, 1) till punkten
P. Bestim P da

/(Zx—i-y)dx—l—(x—&y)dy:&
c
(4p)

Losningsforslag. Lat den sokta punkten vara (a,1/a). Vi kan parametrisera kurvan som
r(t) = (t,1/t) och far dr = (t, —1/t?) dt. Didrmed ges integralen av

/C(Qx—l—y) do + (x — 8y) dy — /1a(2t+ %)dt+ (- %)(—1/#) i

:/ 204+ 8t dt = [t* — 4P| =a’ —4a? —1+4=3+d"—da .
1

Villkoret leder till ekvationen
a’—4a72=0

som kan skrivas om som a* — 4 = 0 i och med att a inte kan vara noll. Denna ekvation har
fyra 16sningar @ = £+/2 och a = +i+/2. Vi soker en positiv reell 16sning och far dirmed
a = /2. Det betyder att den sokta punkten dr P = (\/5, 1/ \/5)

Ett alternativt sétt att 16sa uppgiften &r att se att filtet F(x,y) = (22 + y,z — 8y)
ar konservativt och att vi kan hitta en potential genom att forst integrera i x-led och far
®(x,y) = > + 2y + g(y). Derivering med avseende pa y ger da x + ¢'(y) = = — 8y, och
vi kan vilja g(y) = —4y?. Integralens viirde kan nu beriknas som skillnaden i potential,
dvs

/(2x+y) dr + (z — 8y)dy = ®(P) — ®(1,1).
c
Eftersom ®(1,1) = 12 +1-1—4-1 = —2 soker vi P = (a,1/a) med ®(a,1/a) = 1.

Detta villkor ger nu samma ekvation som tidigare for a.

Svar. Punkten ir P = (v/2,1/v/2).
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DEL C

7. Betrakta ekvationen F'(z,y) = 0 ddr F(x,y) = ze¥ + ye®.

(a) Visa att det finns en funktion ¢ med ¢g(0) = 0 sadan att F'(x, g(x)) = 0 for = nira

0. (1p)
(b) Berdkna Taylorpolynomet av grad tva for g vid x = 0. 3p)
Losningsforslag.

(a) Vi kan anvinda implicita funktionssatsen for att visa detta. Villkoren for denna &r
uppfyllda eftersom de ingdende funktionerna dr kontinuerligt deriverbara. Vi behover
kontrollera att derivatan av ' med avseende pa y &r nollskild for att vi ska kunna losa
ut ¥y som en funktion av x.

oF _
— =xeY +e
Jdy
och diarmed ar
oF
a_(0,0)20-60+60:0+1:17£0.
Y

Implicita funktionssatsen ger nu att vi kan 16sa ut y som en funktion y = g¢(z) i
nirheten av origo.

(b) For att beriikna Taylorpolynomet av grad tva kan vi derivera identiteten F'(x, g(z)) =
0 med avseende pa x. Vi far

d
0= (269 + g(2)e”) = 9™ + 2e9W g/ (z) + ¢ (x)e” + g(x)e”

och nér vi sitter in x = 0 far vi
0=1+4(0)+0
vilket ger ¢’(0) = —1. For att fa andraderivatan deriverar vi en gang till och far

d
() 0ty (1) + g (2)e" + gla)e”)

= /g (x) + /g () + 2’ (g (@) + 2’ g (2)
+9"(@)e” +g'(z)e” + ¢ (x)e” + g(z)e”.
Nir vi sitter in x = 0 far vi
0=¢'(0)+4(0)+0+0+g¢"(0)+¢'(0) +4'(0)+0
vilket ger ¢”(0) = —44'(0) = 4. Taylorpolynomet av grad tva blir ddrmed
p(z) =0—x+42%/2 = —x + 22°.

Svar.

(b) Taylorpolynomet av grad tvd vid x = 0 ir p(x) = —x + 222
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0= [ ()

déir ¢t > 0 och omradet D definieras av att ¢t < x < 2t ocht < y < 2¢t. Visa att

ft)=ct
for nagon konstant C'. (4 p)

8. Funktionen f ges av

Losningsforslag. Vi genomfor variabelbytet w = x/t, v = y/t och far Jacobimatrisen

o121

och didrmed dudv = 1/t*dzdy. Alltsé har vi

//exp( )tdudv—tQ//exp ) dudo.

Vi har ddrmed visat att f(t) = C't? dér konstanten C' ges av

/ / eXp dudv
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9. Lat ¢g(r) vara en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion med ¢'(4) = 1. Berdkna

integralen
/ / dﬁdy,

dir f(z,y) = g (2* + y?) och D ir en cirkelskiva med radie 2 kring origo. 4 p)

Losningsforslag. Eftersom forutsittningarna for divergenssatsen i planet dr uppfyllda kan
vi skriva om dubbelintegralen som en flodesintegral

// dxdy = /Cgradf - dN.

Vi far gradienten av f som

grad f = (2z¢' (2* + %) ,2y9' (2* + 4%)) .
En normerad normalvektor till cirkeln C' ges av N(z,y) = 3(, y) och dirmed blir linje-
integralen

rad f-dN = [ ¢'(4 : ds = 249 ds = ds = 4-47 = 16m.
/Cga f /Cg( )(2x,2y)-(1/2x,1/2y) ds /({E +y°) ds 4/ s 4 16

C C

Ett annat sitt att 16sa uppgiften dr att berdkna integranden f;, + f/ som

fow+ foy =49 (2% + %) +4(2° + y)g" (2% + 7).

Overang till polira koordinater ger

2
// dxdy—/ / 4¢'(r?) + 4r*¢" (r*) rdrdf = 27?/ 4¢'(r®) + 4r*g" (r?) rdr.
0

Variabelbytet ¢ = r? ger sedan dt = 2r dr och

2 4
27r/ 4¢' (r*) 4+ 4r?g" (r 2)rdr:47r/ g'(t) +tg"(t) dt = 4x [tg'(t)]y = 47 -4 — 47 -0 = 167.
0 0

Svar. // dxdy = 16m.




