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Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra poing.

Del A pa tentamen utgors av de tre forsta uppgifterna. Till antalet erhallna poéng fran del A ad-
deras dina bonuspoing. Poingsumman pa del A kan dock som hogst bli 12 pozdng. Bonuspoingen
beriknas automatiskt. Antal bonuspoéng framgar fran resultatsidan.

De tre foljande uppgifterna utgdr del B och de tre sista uppgifterna del C, som framst &r till
for de hogre betygen.

Betygsgrinserna vid tentamen kommer att ges av

Betyg ‘ABCDEFX
Total poédng 27 24 21 18 16 15
varav frandelC| 6 3 - - - -

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr val motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

Var god vind!
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DEL A

1. Lat A= (1,-1,1), B=(1,3,1),C = (1,1,0) vara punkter i R3.
(a) Beskriv pa parameterform planet P som innehéaller A, B och C' och ange ett system
av linjdra ekvationer som beskriver P. 2p)
(b) Lat L vara linjen genom A och B. Berikna avstandet mellan C' och linjen L.

2p)

Losningsforslag
(a): Bilda tva vektorer i planet, AC' = (0,2, —1) och BC' = (0, —2, —1). Planet P kan
da skrivas pa parameterform som

T 1 0 0
y|l=11]+s 2+t =2
z 0 -1 -1

Planets normalvektor ges av AC' x BC = (—4,0,0) vilket ger planets ekvation —4z +
D = 0. Planet ska ga genom punkten (1, 1, 0) vilket ger att D = 4. Ekvationen for planet
blir —4x+44 = 0 dvs « = 1 vilket dr ett plan parallellt med yz-planet och som skir x-axeln
1 =1.

(b):  En linje som gar mellan A och B har riktningsvektorn AB = (0,4,0). Dvs den &r
parallell med y-axeln. Avstandet fran C' = (1, 1, 0) till linjen blir da lika med 1.

2. Betrakta foljande matris:

2 4 2
A=11 1 0
2 0 -2
-1
(a) Avgor om vektorn | 1 | liggeri bilden im(A). 2p)
1
(b) Bestdm en bas till nollrummet ker(A). 2p)
Losningsforslag
-1 -1
(a): Vektorn 1 | liggeriim(A) om systemet A¥ = 1 | dr losbart.
1 1

Gauss-elimination ger

2 4 1 21
11 0f1 ~ 10 1 1|-3/2
2 0 000
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-1
Systemet ér inte 19sbart dvs vektorn 1 | liggerinteiim(A).
1
(b): Basen till ker(A) ges av 16sningsméngden till A7 = 0. Gausselimination av A, se
1 1
uppgift (a), ger I6sningen ¢ | —1| dér ¢ dr godtyckligt tal, dvs —1 ar en bas till
1 1
ker(A
. Lat
-1 4
=[]
(a) Bestdm egenvirdena och motsvarande egenvektorerna till matrisen A. 1p)
(b) Bestéim en 2 x 2-matris S sé att S~'AS ir en diagonalmatris. (1p)
(c) Beriikna A, 2p)
Losningsforslag
(a): Egenvirdena ges av nollstillena till det karakteristiska polynomet
= 4 e _ _
det(A—)J)—‘ 0 (1= =AN—-1=0= N =-1 =1
Egenvektorerna som motsvarar A\; = —1 fas ur ekvationen

waia-nni-o= 9 4][2]=[0] s [1].

N .S 1 o s po s ~
En egenvektor motsvarande \; dr exempelvis v; = { 0 } . Pa samma sitt far vi att U5 =

2.
| | dren egenvektor som svarar mot A\ = 1.

(b): Egenvektorerna &r kolonner i den sokta matrisen .S. Alltsa ar S = { (1) ? ] .

(c): Lat D beteckna diagonalmatrisen som ges av D = S~'AS. Fran detta samband far
viatt A = SDSL. Dirfor blir

A = (SDSH) = §PS1SDS ... DS = SD™S

w0 e )=




SF1624 Algebra och geometri — Tentamen 13 januari 2016

DEL B

4. For att bestimma langdutvidgningskoefficienten A\ for en metall gjordes ett experiment
dir en metallstang upphettades och lingden avlistes. Anviand minsta kvadratmetoden for
att ur dessa data bestaimma \.

Temp (C°) |20 |22 (24|26
Lingd(mm) | 1 | 2 | 4| 5

Foljande linjdra samband mellan temperaturen 7' och lingden L géller:
L(T) = Lo+ Ly(T — T,,),
dir 7},, = 23 dr medelvirdet av de fyra temperaturvirdena. Lingdutvidgningskoefficienten

A fas ur sambandet L; = A\ L.

Losningsforslag
Lg och Ly uppfyller ekvationer:

Ly — 3L, = 1 1 -3 1
Ly — L = 2 1 1] [Lo] _ |2
Lo + L = 411 4 [Lj_zl
Ly + 3L = 5 13 5

-3
1| [L] [1 1
1| Ly~ -3 -1
3

4 0] [L] [12
o o) 2] =13

Vifar Ly =3 och L1 =0.7somges A = Ly /Ly =

—
—
W =
| I

(W2 BTSN N

=}

3

5. (a) Motivera varfor det finns precis en linjir avbildning f: R? — R3 sidan att

(D)= B o)

2p)
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(b) Bestdm matrisen till f i standardbaserna. 2p)
Losningsforslag
(a): Vektorerna [_11} och 1 ir ickeparallella och dirfor bildar de en bas till R?. Det

innebdr att det finns precis en linjdr avbildning f som uppfyller de forsta tva ekvationerna.

3 1
Eftersom [1] =2 L

(i) =2 (1))~ (B)

for att inse att f dr en véldefinierad linjar avbilding. Men detta stimmer:

} + {_11} , s& maste vi kontrollera om

0 -1 2
-1 =2-11+ |1
-3 -1 —1

(b): Notera att:

(W)= () w (W)= 2) 5[
(M=) -w @) -2 )|

Vi kan konstatera att matrisen till f i standardbaserna ges av:

1/2 —3/2
0 -1
-1 0

6. Vektorrummet W spinns upp av basen B = {u, v}, ddr

-1 2
U= -1 och 7= 10
-1 1

o . o . 1 1 .. X3 o .
(a) Lat C vara en annan bas till W siddant att matrisen 7" = [2 3] ar Overgangsmatrisen

fran basen B till basen C. Bestim basen C. 2p)
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0
(b) Avgor om vektorn | 2 | ligger i W och i sa fall bestim vektorns koordinater i ba-
1
serna 13 och C. 2p)

Losningsforslag
(a): LatC = {d,b}. Notera att:

L [3 -1
r= 5]

Overgéngsmatrisen frin basen 13 till basen C ir en matris T sé att T[%]z = [7]c, som
ger [Z]g = T [Z]c. Ddrmed far vi:

- - 3 —1]10 —1
—1 _ _
o= rme= 5 V- ]
Det betyder att:
-1 2 -7 . -1 2 3
a=3|—-1| =210 =|-3]| ochb=—|—-1| + |0] = |1
—1 1 -5 -1 1 2
0
(b): Latw = |2]. Betrakta foljande ekvation systemet:
1
-1 2|0
1 02
-1 1|1
Gauss elimination ger:
-1 2|0 -1 210 1 0|-2
-1 0|2 |—| 0 —-2|2|— |0 1]-1
-1 111 0 —-1|1 0 0] 0
Som betyder att:
0 -1 2
2l =-=2|-1| — |0
1 -1 1

Vi kan konstatera att « ligger i W och att:

o= [5] evite =y 5] [ 5] =[]
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Var god vind!
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7. For en n X n matris

kallas summan av de diagonala elementerna a,; + ago + - -+ + a,,, for sparet av A och
betecknas med tr(A).
(a) Lat A och B varanxn-matriser. Bevisa att tr(AB) = tr(BA). Konkludera att tr(A) =

DEL C
a11 a2 Q1n
Q21 Qa22 Q2
An1  Ap2 Ann

tr(B~! AB) under forutsittningen att B #r inverterbar.

(b) Lat f: R™ — R" vara en linjdr avbildning. Lat M vara matrisen till f med avseende
pa en bas 3. Sparet av avbildningen f definieras som sparet till matrisen M. Visa att

detta dr véldefinierad, dvs. att sparet dr oberoende av basvalet.

Losningsforslag
(a): Lat:
(a1
21
A=
| Onl
[c11
C21
AB =
LCn1

a12
22

Ap2

C12

C22

Cn2

Notera att vi har foljande likheter:

C11

C22

CTZTL

Som ger:

= anbn

= agbio

= anlbln

a1 b1 b2
A2n - ba1  bag
Ann bnl bn2
Cin dyy  dya
Con BA— d.21 d.22
Cnn dnl dn2
d22 dnn
| |
+ apby + +  a1pnbm
+  axnby + +  a2,bno
+ +
+ +
+ an2 b2n + + Ann bnn

tr(AB) = C11 +622+"'+Cnn :d11 —f-dgg—l——f-dnn :tr(BA)
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(b): Lat B och C vara tva baser till R™. Lat M vara matrisen till f med avseende pa basen
B och N vara matrisen till f med avseende pa basen C. Vi maste bevisa att tr(M) = tr(NV).

Komma ihdg att N = S~'MS dir S #r dvergédngsmatrisen fran bas C till B. Vi kan
anvinda del (a) av uppgiften for att fa:

tr(N) = tr(STMS) = tr((S™M)S) = tr(S(S~ M) = tr((SS~)M) = tr(M)

. Lat A vara en symmetrisk och inverterbar matris.

(a) Bevisa att inversen A~! ocksa dr en symmetrisk matris. 2p)

(b) Bevisa att ()T AZ ir en positivt definit kvadratisk form om och endast om (Z)T A~1#

ar en positivt definit kvadratisk form. 2p)
Losningsforslag

(a): Matrisen A #ir symmetrisk, som ger A = AT, Dirfor:
AA N =ATA Y =(A AT =1 =1
om vi multiplicerar bada sidor med A~!, fér vi:
( A—I)T — A—l

som séger att A dr symmetrisk.
(b): L&t B vara en symmetrisk matris. En kvadratisk form (Z)? BZ #r positivt definit om
och endast om alla egenvérden till B &r positiva.

Det betyder att for att bevisa (b), maste vi bevisa att egenvirdena till A dr positiva

om och endast om egenvirdena till A~! &r positiva. For detta indamal skulle det vara
tillriickligt att visa att \ ir egenviirde till A~ om och endast om % ar egenvirde till A.
Kom ihég att ) ir ett egenvirde till A~! om och endast om det finns en vektor ¥ # 0 sa
att A= = A\¢. Om vi multiplicerar bada sidor av den likheten med A, far vi ¥ = \A®.
Eftersom @ # 0, har vi A # 0. Vi kan dirfor dela bada sidor av sista likheten med A och
far
A7) = 117
A

1

Det betyder att \ dr egenvirden till A~! om och endast om X

ar en egenvarde till A.

. Lét ¥}, U, och 73 vara ortonormala vektorer i R3. Beriikna beloppet av determinanten:
|det [0y + 0 U+ T3 U3+ 01|
(4p)
Losningsforslag

Determinanten dr multilinjar och den 4r 0 om tva kolonner ir lika eller om en kolonn dr
linjart beroende av de andra. Saledes:

det[171+?72 172+?73 ?73"‘?71]:

:det[ﬁl Ug + Us 773+171}+det[172 Uo + U3 173+171]:
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=det [0 U, U3+ U1]+det[th Uy U3+ 0i]+det[th Uh Uy+Ui]+det[th U3 U3+ U] =
=det [t T U3+ 01] +det[th U3 U3+0]=
=det [0 U, U3]+det[th @ 0] +det[ty Uy T3] +det[th Uy U] =
= det [171 Uy 173] + det [172 U3 171] = 2det [171 U 173]

For att ¥y, ¥, och 73 vara ortonormala vektorer i R3,
det [0 ¥y U] =1

Vi kan konstatera att:

det [Uh + Ty T+ T3 U3+ )] = £2

och dérfor dr determinantens belopp 2.



