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Absolutstabilitet

1 Introduktion

For att en numerisk ODE-metod ska vara anviandbar méste den vara konvergent, dvs den nu-
meriska 16sningen ska ndrma sig den exakta l6sningen nér steglangden gér mot noll. Det ar ett
ganska naturligt krav. Det betyder emellertid inte att metoden alltid fungerar bra for en fix
steglingd &dven om denna &r ganska liten. Foljande enkla exempel visar att man i allménhet
ocksa maste stélla krav pa steglingden for att metoden ska bli praktiskt anviandbar.

Exempel 1: Vi vill l16sa ODEn

y, = _25y7 y(O) = 17

med tva konvergenta metoder: framét och bakat Euler. Resultaten med steglingden h = 0.1 for
de bada metoderna ges i Figur 1. Overst visas bakat Euler. Den numeriska l6sningen (streck
markerat med cirklar) ar kvalitativt lik den exakta losningen (y(t) = exp(—25t), andra strecket).
For framat Euler, som visas nederst, blir den numeriska l6sningen dock helt fel. Vi har alltsa
tva konvergenta metoder som ger helt olika resultat nér vi anvinder ett fixt h. Vi behdver ett
sitt att skilja det “bra” beteendet for bakat Euler fran det “daliga” beteendet for framat Euler.
Darfor introducerar vi begreppet absolutstabilitet.

Bakat Euler
1« T
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0.6 B
0.4r b
0.2 B
0 1 Fary & Fat Fat N
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Figure 1. Steglangd h = 0.1.

(Notera att resultaten ovan inte motsiger det faktum att metoderna &r konvergenta. Nar vi later
h bli mindre blir resultaten fér bada metoderna lika den exakta lésningen. Om vi till exempel
tar h = 0.01 far vi resultaten i Figur 2.)
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Figure 2. Steglingd h = 0.01.

2 Definition

Betrakta testproblemet

/I __
Y= AE€C, Re)<O0. (1)
y(0) =1,

Losningen y(t) = exp(At) — 0 nér ¢ — oo eftersom Re A < 0. Det minsta man kan begéra ar
att den numeriska l6sningen ska uppfora sig pa samma sétt. Vi definierar darfor:

Definition: En numerisk 16sning {u,} till (1) dr absolutstabil for ett fixt h om

lim u, = 0.
n—oo

Stabiliteten kommer att bero pa produkten hX och vi definierar ocksa ett stabilitetsomrade
for dessa tal:

Definition: Stabilitetsomridet A (“region of absolute stability”) for en numerisk metod ar de
komplexa tal hA for vilka den numeriska 16sningen av (1) &r absolutstabil.
Hér foljer tva exempel pa stabilitetsomraden.

Exempel 2: Framat Euler. Nar vi tillimpar metoden péa (1) far vi
Up41 = Up + hAuy, up = 1.
Efter omskrivning ger detta
Uni1 = (1+ Nty = (142N 2up_1 = - = (1 +h\)"Tug = (1 + hA)"T
For att foljden {u,} ska gi mot noll méaste saledes hA uppfylla

11+ hA| < 1. 2)
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Omradet A ar darfor en cirkel i det komplexa talplanet med radie ett och centrum i —1; se Figur
3, vanster. Néar A\ ar reell reducerar (2) till uttrycket

—1<14+hr<1l < h<2/|A.
Exempel 3: Bakat Euler. Har har vi
Uptl = Un + AAUR11, ug = 1,

vilket leder till

1 1 1 1

T T R T T e T [ Ry

For bakat Euler méaste darfor
|1 —hA| > 1,

for att foljden {u,} ska g mot noll. Men eftersom realdelen av A &r negativ kommer detta
villkor alltid vara uppfyllt. Stabilitetsomradet A &r darfor hela vénstra halvan av det komplexa
talplanet; se Figur 3, hoger. (Ibland definierar man A &dven for A med positiv realdel. For bakat
Euler blir d& A hela komplexa talplanet férutom en cirkel med radien ett, centrerad i +1.)

Framat Euler Im Bakat Euler Im
AN VAN

} ; P> Re ; ; ; P> Re

Figure 3. Stabilitetsomraden fér framét och bakat Euler.

Denna analys forklarar det inledande exemplet. I det forsta fallet, dar A = 0.1, far vi att
hA = —2.5 ¢ A for framat Euler, varfor 16sningen véixer obegrénsat. I det andra fallet hade vi
h = 0.01 och hA = —0.25 € A. Losningen for framét Euler &r da absolutstabil. Eftersom det
inte finns nagon stabilitetsgrans for bakat Euler ger den metoden en stabil 16sning i bada fallen.

Stabilitetsomradena for framat och bakat Fuler ar typexempel pa stabilitetsomraden for
explicita respektive implicita metoder. Explicita metoder har ett begrénsat stabilitetsomrade
vilket betyder att det alltid finns en stabilitetsgrins for A; normalt méaste h vara tillrdckligt
litet for att metoden ska vara absolutstabil. Framéat Euler ar tex absolutstabil fér probelmet
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ovan om h < 2/25 = 0.08. Implicita metoder, & andra sidan, har vanligtvis ett obegrinsat
stabilitetsomrade och &r ofta absolutstabila for alla h. (Det finns dock exempel pa implicita
metoder med begrinsat stabilitetsomrade.)

Vi avslutar denna del med ett lite mer komplicerat fall.
Exempel 4: Runge-Kutta 4. Om vi tillimpar metoden pa testproblemet far vi foljande for
k;-virdena i metoden,

kl = )\uny

h
@:A<%+§h> <A+ V)M,

h 2
@:A<%+§@> <A+,V ZAﬁum

3
kgﬂ@ﬁ%@z<MﬂV+%ﬁ+%ﬁ%%

Tillsammans ger det sedan iterationsformeln

h N2 (RN (RN
Un—i—l:Un+6(]€1+2k2+2k3+k4):<1+h)\_|_( ) (hA) ( )>u”

2+6+24

Stabilitetsomradet for Runge-Kutta 4 utgors darfor av de tal z i vénstra halvan av komplexa
talplanet, for vilka |P(z)| < 1 dar

2 23 2,4

z
P ( ) 1+2+ ? + E + ﬁ
Omradet &r plottat till hoger i Figur 4. Stabilitetsgréansen for reella A ges genom att soka
16sningar till P(z) =1 och P(z) = —1 med x € R. Det visar sig att det bara finns tva sddana
rotter: = 0 och &~ —2.7853. Det betyder att Ah maste ligga i intervallet (—2.7853,0), dvs
stabilitetsgransen ges av 2.7853/|A|. Med ett allmént A kan man bestdmma stabilitetsgriansen
for h genom att hitta rétter till R(h) := |[P(h)\)|?> = 1, dir R(h) #r ett reellt polynom i h.

3 Absolutstabilitet och storningar

Begreppet absolutstabilitet har en vidare tillimpning &n bara for det enkla testproblemet ovan.
I allménhet séger vi att en numerisk 16sning eller numerisk metod &r absolutstabil om effekten
av en liten stérning i begynnelsedata ug forsvinner @ limes n — oo. Detta dr av stor vikt,
eftersom alla numeriska berékningar dr behéftade med smé fel. Absolutstabilitet betyder att den
numeriska 16sningen beter sig kvalitativt pa4 samma sétt som den exakta losningen. I praktiken
ar absolutstabilitet ett krav for att en numerisk metod ska ga att anvidnda.

Notera att stabilitetsomradet A &r definierat helt i termer av det triviala testproblemet (1).
Det kan dock anvindas dven for allmédnna ODEr for att avgora om en metod ar absolutstabil. Vi
illustrerar detta med ett par exempel nedan. Harledningen av varfor effekten av en liten storning
faktiskt forsvinner ndr n — oo under de givna villkoren ges senare i sektion 4.
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Runge-Kutta 2 Runge-Kutta 4

Re

Figure 4. Stabilitetsomraden for Runge-Kutta 2 (“explicita trapetsregeln”) och Runge-Kutta 4.

Exempel 5: Linjéir skaldar ODE med variabla koefficienter

Y = a(t)y + b(t),
y(0) = o,
I detta fall blir villkoret for absolutstabilitet att

Amin < a(t) < Amax < 0.

| ha(t) € A, Vt. |

(Mer precist krévs att ha(t) ligger likformigt inuti i A for alla t. Se sektion 4 nedan.)
Exempel 6: Linjart system
/: A
v =24 ycR? AcR&
y(0) = o,

Villkoret har ar att

(WA e A k=1,....4d,

déar A\ dr egenvirdena till A. Notera att A i allménhet &r komplexa &ven om A &r reell. Detta
ar den viktigaste anledningen till att man definierar stabilitetsomradet i komplexa talplanet och

inte nojer sig med bara reella \.
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Exempel 7: Allmén ODE

v =71, yeRY, f:R'SRY (3)
’y(O) = Yo

For allménna olinjira ODEer som denna ar villkoret att

(P(t) €A k=1,....d WVt (4)

dér Ag(y) &ar egenvérdena till jakobianen J(y) = % Observera att (4) ska gélla likformigt for

alla 16sningsvérden y(t) som genomlops. Stabilitet beror déarfér pa losningen sjélv.

Vi sdger att en numerisk ODE-metod dr absolutstabil for (3) om willkoret i (4) dr
uppfyllt.

For de enkla linjara fallen i Exempel 5 och 6 ovan forenklas (4) till de villkor vi ndmnt tidigare.
I det skalédra fallet i Exempel 5 ar J = f/ = a(t). I fallet med system, Exempel 6, ar J = A.

4 Harledning av stabilitetsvillkoren

Vi illustrerar mekanismen fér framat Fuler. Slutsatserna vi drar &r dock generella och géller
dven for mer sofistikerade metoder.

4.1 Linjar skalar ODE med variabla koefficienter

I detta fall har vi
y = a(t)y +b(t),

Amin < a(t) < amax < 0. (5)
y(0) = o,

Notera att a(t) &r reell och strikt negativ. En ostord 16sning {u, } med framét Euler ges da av
Upt1 = Up + hla(ty)u, +b(tn)], w0 = yo. (6)

Vi betraktar ocksa en 16sning {z,} for vilken begynnelsevirdet ar stort med ett litet tal 9,
Zn1 = zn + hla(tn)zn +b(tn)], 20 =yo +6. (7)

Lat nu e, := z, — u, beskriva effekten av den lilla storningen. Subtraktion av (6) fran (7) ger
en iterationsformel for {e,},

ent1 = €n + ha(ty)en, ep = 0.

En omskrivning liknande den i Exempel 2 ovan ger

n

en+1 = [1 + ha(ty)]en, = [1 + ha(t,)][1 + ha(t,—1)]len—1=--- =20 H[l + ha(tg)].
k=0

Om nu ha(t) € A likformigt for alla ¢, dvs om |1 + ha(t)] < 1 — ¢ for alla t och nagot € > 0,
kommer absolutbeloppet av varje faktor i produkten vara strikt smindre &n ett. Det betyder att

n
lens1] <0 [JA-2e) =61 - -0  nirn— oc.
7=0
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Vi konstaterar att i detta fall ar alltsa

| ha(t) € A, Vi, likformigt, (8)

tillrdckligt for att effekten av en liten storning ska forsvinna nir n — oo.
Kommentarer:

e b(t) paverkar inte effekten av storningen.

e Man kan ocksa gora en analys dar man har en storning i varje steg, dvs da den storda
16sningen {z,} istdllet for (7) ges av

Zn+1 = Zn + h[a(tn)zn + b(tn) + 571]7 Z20 = Yo + 507

for smé vérden {9, }. Hérledningen blir d& mer komplicerad och effekten av stérningen gar
inte alltid mot noll, men under samma villkor som ovan pa ha(t) kan man visa att effekten
ar begrénsad av storleken pa &,

len| < C max|dy,|.

4.2 Linjart system av ODEer

Betrakta nu det linjara systemet

/: A
v =4y yeRY, A e R 9)
y(0) = yo,

P4 samma sdtt som i forra exemplet far vi

Upt1 = Uy + hAum Uy = Yo,

Zp+l = 2Zn + hAz,, zZo =Yy + 0,

och med e, := z, — u,,
ent+1 = €, + hAe,, ey = 0.

Antag att A ar en diagonaliserbar matris. D& kan den skrivas
A= SAS™H

ddr A &ar en diagonalmatris med egenvirdena A, till A pa diagonalen, och kolumnerna i S
innehaller motsvarande egenvektorer v,

A1

=
I
n
I

v Vo - Vg
N | |
Gor nu ett variabelbyte och siitt q,, ;== S~'e,. Det ger

Gt = S 'ens1 = S e, + hSTH(SAS Ve, = g, + hAq,,.

Betrakta de enskilda komponenterna i q,, = (¢, ¢2,...,q%)T. Eftersom A #r diagonal kopplas

ekvationerna isar och vi far

=g g, k=1,....d
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Men detta ér precis samma form som framéat Euler applicerat pa testproblemet (Exempel 2 ovan)
och vi vet att ¢¥ — 0 niir h\, € A. Vi far alltsa att hela vektorn

g,—0 omh\,ec Afork=1,...,d

Eftersom e,, = Sq,, gar naturligtvis &ven e, mot noll néir g,, gar mot noll och vi konstaterar att
i detta fall ar

€A, k=1,....d, (10)

tillrdckligt for att effekten av en liten storning ska forsvinna nér n — oo.

4.3 Allmian ODE

Vi avslutar med det allménna fallet,
r_
Yy _f(y)7 yGRd, f:Rd_)Rd.
y(0) = yo,

For olinjara ODEer som denna &r det svart att ge rigorosa villkor som leder till att effekten av
en liten stérning forsvinner i limes n — oco. Genom att anta att storningen hela tiden &r liten
kan man dock ge en tumregel som fungerar mycket bra i praktiken. Den kan hérledas informellt
pa foljande vis. Som tidigare far vi

Upt1 = Up + h.f(un)7 Uo = Yo,
Zn+l1 = 2n + h.f(zn)7 20 = Yo + 67

och med e, := z, — u,,
ent1 = en + h[f(un) — f(zn), e =34.
For sma viarden pa e, har vi att
ent1 ~ e, + hJ(uy)en, ey = 0.

dar J(y) ar jakobianen till f. For ett fixt n dr detta pa samma form som i Exempel 6. Villkor
(10) ska da gélla. Pa samma sétt som i Exempel 5 maste det vidare gélla uniformt for alla n.
Slutgiltiga villkoret blir darfor

Mly@®) e A, k=1,....d, V.

5 Styva ODE

Begreppet absolutstabilitet ar speciellt viktigt for sa kallade styva ODEer ("stiff ODEs"). Styva
problem innehaller tidsskalor av olika storleksordning, dar de snabba tidsskalorna inte bidrar
signifikant till 16sningens uteseende. Detta ar vanligt i tillimpningar som tex diffusionsproblem
och kemiska reaktioner. For styva problem &r explicita metoder ineffektiva, och problemen
hanteras istédllet vanligtvis med implicita metoder.

Exempel 8: Betrakta den enkla linjara ODEn
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med 16sning y(t) = e~*. Vi vill anvinda Framat Euler for 16sa denna med ett fel mindre &n 102
i intervallet [0, 1]. Det visar sig att h = 0.05 &r en tillriackligt liten steglangd. Betrakta nu istéllet
féljande 2 x 2-system,

() = (0 ) () wo=wo=1 )

Det ir litt att kolla att 16sningen ges av y1(t) = yo(t) = e~ ¢, dvs komponentvis samma som
forra fallet. Om vi vill fa ett fel mindre &n 1072 dven i detta fall fungerar det dock inte alls att
anvinda Framat Euler med samma steglingd, h = 0.05 som i forra fallet. Losningen blir instabil.
For att fa en stabil 16sning maste vi ta en 250 ganger kortare stegliangd, A < 0.0002, vilket gor
att 16sningen blir 250 ganger dyrare att berdkna. Vi far da ocksé ett fel som &r ca 250 ganger
mindre &n i forsta fallet, ~ 4 - 107°.

Exemplet visar det typiska problemet med styva ODE nédr man l6ser dem med explicita
metoder. Pa grund av stabilitetskravet maste h véljas vildigt litet. Resultatet blir 16sningar som
ar kostsamma, att berdkna och som ar "onddigt" noggranna.

Implicita metoder, som tex Bakat Euler, har normalt inte nagon stabilitetsgrans. De &r
stabila for alla h. Man kan darfor vélja h enbart med tanke p& noggrannhetskraven, vilket ofta
gor berakningarna billigare, trots att implicita metoder ar dyrare att implementera.

Exempel 9: Néar man anvinder Bakat Euler med steglingd A = 0.05 for att losa (11) far man
ett fel ~ 1072. Den extra kostnaden att gora ett steg med Bakat Euler jamfort med Framat
Euler uppvégs med marginal av att man kan ta 250 ganger farre steg.

5.1 Teori

Enligt standard felanalys for ODE-l6sare beror det lokala trunkationsfelet pa hur snabbt den
exakta l6sningen varierar. I fallet Framat Euler &r det tex begrénsat av 16sningens andraderivata:
i steg n ir lokala trunkationsfelet 7, ~ h?y”(&)/2 for nagot & € (tn,tn+1). En viktad summa av
de lokala felen ger sedan storleksordningen hos det globala felet. Mer precist blir felet y(¢,) —
u, ~ Ch dir konstanten C vésentligen bara beror pa den exakta losningen y(t), via de lokala
trunkationsfelen. I Exempel 8 har vi precis samma exakta losning e~' i bada fallen och man
skulle kunna tro att man #ven i (11) skulle fa ett fel mindre in 1072 med steglingden h = 0.05.
Feluppskattningen och resonemanget ovan géller dock bara sa ldnge 16sningen ar stabil.

Fran teorin om absolutstabilitet vet vi att eftersom egenvérdena till systemmatrisen i (11)
dr A = —10000 och Ay = —1, maste steglingden viljas mindre dn 2/|\;| = 0.0002 {or att vara
stabil. Om vi tar h aningens mindre dn 0.0002 géller aterigen feluppskattningen y(t,,) —u, =~ C h,
med samma C, och vi far ett fel som &r ca 0.05/0.0002 = 250 ganger mindre &n i forsta fallet.

Vi kan sammanfatta situationen pa foljande sétt. I bada fallen finns en noggrannhetsgrins
h < hpog = 0.05 som maste uppfyllas for att losningen ska bli tillréckligt noggrann. Det finns
ocksé en stabilitetsgrins h < hgap som maste uppfyllas for att 16sningen ska vara stabil. I forsta
fallet &r hgiar, = 2 >> hnog och valet av steglangd begrénsas av noggrannheten. I det andra fallet
ar emellertid hgpar, < hnog och valet av steglingd begrinsas istillet av stabiliteten. Losningen
blir "onddigt" noggrann och dyr med Framéat Euler. I dessa fall nér stabilitetskravet ar mycket
mer restriktivt 4n noggrannhetskravet kallar vi problemet styvt.

Betrakta nu det mer allménna fallet ndr ODEn &r ett linjart system

y' = Ay,
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dér vi antar att alla egenvirden A; till A &r reella och negativa. Om x; dr egenvektorn till A;
kan 16sningen skrivas

d
y(t) = ez’
j=1

for nagra konstanter c¢; som bestdms av begynnelsedata. Fran formen ser vi att vi kan tolka A;
som systemets olika tidsskalor. Dessa problem &r ofta styva nér min; |\;| < max; |\;|, dvs nér
man har tidsskalor av mycket skilda storleksordningar.

Lat oss gora en icke-rigords analys som forklarar detta. Nér |\;| &r stor dor x; exp(A;t) av
snabbt i tiden eftersom \; < 0. Losningens utseende bestdms efter en kort tid darfor visentligen
av de termer som motsvarar sma egenvarden. Det betyder att noggrannhetsgransen bestams av de
smd egenvardena. Typiskt blir hneg ~ 1/]A;| for nagot av de sma egenvérdena. Stabilitetsgrénsen
bestéms ju dock av de stora egenvérdena, hgiap, = 2/ max; |A;|. Olikheten hgiar, < hnog blir dérfor
under dessa antaganden |\;| < max; |\;| for nagot litet |Ag|.

Notera slutligen att allménna olinjara problem

y' = fy),

efter linjdrisering runt en punkt lokalt beter sig som ett linjart system av typen ovan. En saddan
ODE kommer dérfor typiskt vara styv om Jakobianmatrisen J(y(¢)) har egenvirden av olika
storleksordningar, min; [A;(J(y(t))| < max; |A;(J(y(t))|.
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