
Kedjeregeln och linjärisering

Olof Runborg

Numerisk analys, Matematik, KTH

SF1669, VT 2016

Olof Runborg (KTH) Kedjeregeln och linjärisering SF1669 1 / 7



Kedjeregeln

Givet f (x , y), x(t) och y(t),
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dt

Givet f (x , y), x(s, t) och y(s, t),
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=
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∂s

Givet f : Rm 7→ Rp och g : Rn 7→ Rm. Om z(s) = f(g(s)),

Dz = D(f ◦ g)(s) = Df(g(s)) Dg(s).
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Linjärisering

1-D
Linjärisering av f (x) runt a är
tangentlinjen

L(x) = f (a) + (x − a)f ′(a).

När x ≈ a är f (x) ≈ L(x).

2-D
Linjärisering av f (x , y) runt
(a,b) är tangentplanet

L(x , y) = f (a,b) + (x − a)fx(a,b) + (y − b)fy (a,b).

När (x , y) ≈ (a,b) är f (x , y) ≈ L(x , y).

n-D
Linjärisering av f : Rm 7→ Rn runt a ∈ Rm är

L(x) = f(a) + Df(a)(x− a).
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Fel- och störningsanalys

Låt x̃ vara en approximation av x .
Absoluta felet: εx = x̃ − x
Relativa felet: rx = (x̃ − x)/x
Om vi vet att |εx | ≤ Ex kallas Ex felgränsen till x̃ och vi skriver
x = x̃ ± Ex .

Antag att
y = F (x) och ỹ = F (x̃).

Felfortplantning: Hur fel i utdata ỹ beror på fel i indata x̃ .
I en dimension gäller:

εy ≈ εx |F ′(x̃)|,
Ey ≈ Ex |F ′(x̃)|.

I två dimensioner gäller:

εy ≈ εx1Fx1(x̃1, x̃2) + εx2Fx2(x̃1, x̃2),

Ey ≈ Ex1 |Fx1(x̃1, x̃2)|+ Ex2 |Fx2(x̃1, x̃2)|.
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Kedjeregeln

Givet f (u, v) och g(s, t) = f (u(s, t), s). Vad blir

gs(s, t) + gt(s, t) ?

1 fu(u(s, t), s)
(

us(s, t) + ut(s, t)
)

+ fv (u(s, t), s)s

2 fu(u(s, t), s)us(s, t)

3 fu(u(s, t), s)
(

us(s, t) + ut(s, t)
)

4 fu(u(s, t), s)
(

us(s, t) + ut(s, t)
)

+ fv (u(s, t), s)

5 fu(u(s, t), s)
(

us(s, t) + ut(s, t)
)

+ fv (u(s, t), s)
(

s + t
)
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Linjärisering

Låt
f (x , y) = sin(xy).

Approximera f (1.01, 3.1) genom att linjärisera f runt (1, π). Svaret blir
(med en siffras noggrannhet):

1 −0.02
2 −0.01
3 0.01
4 0.02
5 0.03
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Felanalys

Antag att kateterna a, b i en rätvinklig triangel är givna som
a = 3± 0.02 och b = 4± 0.01. Vad blir osäkerheten (felgränsen) i
triangelns hypotenusa?

1 0.01
2 0.02
3 0.03
4 0.04
5 0.05
6 0.06
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