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Anteckningar forelasning 5

Nedan finns den delen av fel- och stérningsanalysen jag inte hann med pa féreldsningen 2016-
01-27. Materialet finns ocksé beskrivet (lite annorlunda) i anteckningarna (A1) som ni hittar pa
kurshemsidan.

1 Analys av felfortplantning
Nér F &r differentierbar och ¢, litet ges felfortplantningen genom att approximera F' med sin
linjarisering runt approximationen Z.
1.1 En dimension (envariabel-fallet)
I en dimension &r linjériseringen runt Z tangentlinjen till F'(z) vid z = 7,
L(z) = F(Z)+ (z — 2)F'(2) ~ F(x) nérz =~ I.

Felet i utdata ges da approximativt av

= (F(@)+ (@ - 2)F' () — (F(@)+ (z — 2)F'(z )

e, =i —y = F(¥) - F(z) ~ L(z) - L(x)
= F(@) ~ (F@) + (x - 2)F'(®) = (&~ 2)F'(3) = e F'(3)

I en dimension far vi alltsa en relation mellan indata-fel och utdata-fel enligt

ey ~ el F' (@),

Fran linjariseringen kan vi ocksa se hur felgranserna beror pa varandra. Eftersom z = Z + ¢, har

vi att
B, = F(%) — F(& ~ L(z) — L(Z = F'(&
y=_pmax |F(@) - FEt+e)|~  max |LE) - LT+e)=_ max |eF (1)
= E,|F'(z)],
dvs

B, ~ E,|F'(7)].

1.2 Tva dimensioner

Vi betraktar nu funktionen y = F'(z1,22). Approximationen av x1,z2 och felen betecknas
T1 ~ 21, T2 = T3, €z, = T1 — T1, Exy = T2 — T2.
I tva dimensioner &r linjariseringen runt (Z,Z2) tangentplanet till F(z) vid (z1,22) = (%1, Z2),
L(z1,22) = F(Z1,Z2) + (21 — Z1) Fyy (T1,%2) + (2 — T2) Fyy (X1, Z2).
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Nér (z1,x2) = (Z1,Z2) (dvs sma e, och e,,) dr approximation L(z1,x2) = F(z1,x2) bra och vi
kan approximera felet i utdata enligt

=y —y=F(Z1,%2) — F(x1,22) = L(%1,%2) — L(z1, 72)

= (F(Z1,%2) + (T1 — T1) Foy (%1, T2) + (B2 — To) Fy (T1,22))

— (F(Z1,Z2) 4+ (x1 — &1) Fyy (21, Z2) + (w2 — Ta) Fiyy (T1,22))
= F(Z1,%2) — (F(Z1,Z2) + (21 — T1) Foy (Z1, T2) + (w2 — T2) Fy (T1,22))
= (T1 — 1) Fyy (%1, Z2) + (T2 — 22) Fiy (T1, T2)

=& xl(x17x2)+5x2 xz(ﬂ?l,ﬂ?Q)

Relationen mellan indata-fel och utdata-fel blir darfor i tva dimensioner

€y ~ 5:21Fx1(3~317j2) + 5x2Fm2(j173~32)-

Om vi har givna felgranser for €,, och ¢,,,
leai| < Eayy  leas| < By,

kan vi liksom i en dimension &ven fa en relation for dessa. Med hjilp av berdkningarna ovan far
vi
E, = max ‘F(@l,ig) —F(fl—i-Exl,ig—i-Exl)‘
_Eacl Sfml SEml
— By <eqy <Ea,
~ max ‘L(il,fg) — L(fl +Ex,, T2 + Exl)’
_Eacl Sfml SEml
— By <euy<Fa,
= max ‘ExlFxl(fl,fg) + Eszm((zl,i’g)’
_Eacl Sfml SEml
— By <ewy<Ea,

= Ly ‘Fm(il?iZ)‘ +Ex2 ’sz(j}l,‘i?)’,

Sammanfattningsvis far vi

Ey ~ I1|F9E1(:ﬁ17j2)| + Em2|Fm2(jlaj2)|-

Exempel 1: Latz=1+0.1, y=2+0.50ch z = /1 + 22 +y. Vad ar felgrinsen i 2?7

Hérérz =1, B, = 0.1, y = 2 och B, = 0.5. Vi anvinder formeln for felgranserna i tva variabler
ovan.

0z(%, 9 0z(Z,7y 2% 1

B ~E, (y)‘ y (y)‘:x |5 _
Ox dy 2/ 1+ 32 +7g 2/ 1+ 32 +79

=F 1—|—E L —011 —1—051 = 0.0540.125 = 0.175

= Eug vy = 015 57 =0. . = 0.175.

1.3 Kommentarer
e De allménna felfortplantningsformlerna for funktioner av flera variabler y = F(z1, 22, ..., Ty)
ar
ey ~ Ea, 8F(5:61;C.1..,5cn) Fete 8F(5gg;-7;-75:n)’
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och

OF (Z1,...,%n)
ox1

aF("Elr“:fin)

E, ~ E;, D

+- 4+ By,

(Notationen for felen och felgridnserna ar hir e,, = ; — x; och |eg,| < ;)

o Felen ¢, €;,, €4,, etc. skrivs ibland dz, dz;, dzs etc. och kallas da differentialer. Med
denna notation blir felfortplantningsformeln i tvéa variabler

g — Y= = dy = le (i‘l,i‘Q)dlj + Fm2 (:ﬁl,:ﬁg)d$2.

Notera att dy har definieras som uttrycket i hogerledet.

1.4 Experimentell storningsanalys

I manga fall &r en sluten form for F' inte kénd, eller for komplicerad for att kunna deriveras. I
denna situation dr det mer praktiskt att anvinda “experimentell” storningsanalys, enligt foljande.
Vi antar att 1 = &1 £ E,, och 1 = Zy £ E,, ar givet. Vi vill hitta felgransen E, iy = F(x1,z2).

1. Berdkna g = F(Z1,Z2).
2. Stor z-variablerna en i sénder med sin felgréns och berdkna motsvarande stérda y-virden:

g1 = F (21 + Ey,, T2),
U2 = F(Z1,T2 + Ey,).

3. Uppskatta E, som
B, ~ g1 — g| + |g2 — 9l

Vi noterar att denna metod inte involverar nagon derivering. Allt man behéver gora ar att
evaluera F' tre ganger. Om F representerar ett problem som ska l6sas betyder det att vi maste
16sa problemet tre ganger.

Varfér ger proceduren en bra approzimation av E,?

Approximera F(z1,z2) ~ L(x1,z2) som tidigare och betrakta forsta termen i uppskattningen:

g — 1| = |F(Z1,22) — F(&1 + Eyy, T2)| = |L(Z1,Z2) — L(Z1 + Eyy, T2)|
|

P4 exakt samma satt far vi att
|§ — 2| = By, [Fy (T1,T2)] -
Tillsammans har vi alltsa att
91 = 9l + G2 = §| = Bz, |Foy (Z1, T2)| + Eoy |Foy (71, 72))

vilket dr hogerledet i den tidigare hérledda felfortplantningsformeln, dvs ~ E,.
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Los uppgiften i Exempel 1 med experimentell storningsriakning.

Exempel 2:
Lat F(z1,m2) = \/1 + 22 + x2. Vi beriknar
g=F(Z1,722) = F(1,2) =2,

1 = F(#1 4 By, %) = F(1.1,2) ~ 2.0518,
o = F(#1, 7 + Ey,) = F(1,2.5) ~ 2.1213.

Felgrénsen uppskattas som

Ey~ i — 3|+ |j2 — 9] = |2 —2.0518... | + ]2 — 2.1213...| = 0.0518... + 0.1213... ~ 0.173.

e Proceduren kan litt generaliseras till funktioner av fler variabler. Om y = F(z1,z2,...,xy)

och z; = Z; £ E; gor vi

1. Berdkna g = F(Z1,Z2,...,Zp).
2. Stor z-variablerna en i sédnder med sin felgrdns och berdkna motsvarande storda y-

varden:
gl - F(j.l +E:L‘17'i'27"' 7‘%n)7
Yo = F(:i'l,:i'g +Em2,--- ,:L'n),

?jn = F("i‘la"i?a e 7‘%71 + El‘n)?
3. Uppskatta E, som

E,~|jn—yl+1g2—gl+- 4|9 — 7l

Se anteckningarna (A1) for ytterligare kommentarer om experimentell storningsanalys.
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