KTH Datavetenskap
och kommunikation

DT1130 Spektrala transformer
Tentamen 160113

Tentamen bestar av fem uppgifter dar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrinser: E: 9 p, D: 11.5 p, C: 14 p, B: 16 p, A: 18 p
Tillatna hjalpmedel: rdaknare, formelblad (bifogat)

Lycka till!

1

Signalen z(t) = sin(10007t) passerar en icke-linjar funktion f(z) innan den samplas med det
periodiska tidsintervallet T
Vilket ar det hogsta vardte pa T' om man inte vill tilldta vikning av négra frekvenskompo-

nenter som ar starkare an -—-?

100 *
a f(z) = 2?
b f(z) =23
c f(z) = xsin(1007t)
1 om x>0
d f(x):{—l om z <0

2

I figur [1] ser du impulssvar hérrérande fran ett antal olika filter. Varje overforingsfunktion pa
vanster sida motsvarar ett av impulssvaren pa hoger sida, och dessa ska paras ihop, med tydlig
motivering.

(1p/ korrekt motiverat par)

3

Ljudingenjor T. Alror. har fatt i uppgift att spela in ett stycke solosang, och vill i sin stravan
efter det perfekta ljudet kompensera for olika “svagheter” i signalkedjan. Han tédnker att ljudet
fran sangaren paverkas bade av rummet och av mikrofonens frekvensgang, men om man kiénner
dessa komponenter sa kan man konstruera ett filter som kompenserar for detta och astadkommer
en perfekt inspelning.

(Matematiskt tédnker han sig att signalen passerar tva seriekopplade filter, H,ym,(2z) och
H ik (2), och det ar alltsa dessa filter han vill kompensera for)

Han méter saledes upp rummets impulssvar Ay, (n) dir de tva forsta samplen ar by (0) = 1
och hpym (1) = —.5 (for enkelhets skull sdtter vi i denna uppgift resterande sampel till noll dvs
hyum(n > 2) = 0).

1(7)
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Figur 1. Ok,
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vilka impulssvar hor ihop?
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Vidare hittar han i mikrofonens datablad féljande information:

1405271

Himik(2) = 1—271+40.25272

Hjalp nu T. Alror att designa ett filter som kompenserar for rummets impulssvar och mikro-
fonens frekvensgang (dvs for den sammantagna signalvigen fran sangare via rum, mikrofon och
sagda kompensationsfilter ska gélla att H(z) = 1).

Ange filtrets filterekvation i tidsdoménen (alltsa y(n) = ...)

For (4 p) ska filtret anges pa enklaste mojliga form.

4

Maénga av de koncept och metoder for signalbehandling som existerar for endimensionella signaler
ar dven Overforbara pé bilder.

a Redogor for den tvadimensionella motsvarigheten av begreppen impuls och impulssvar (1

)

b Hur gor man DF'T pa en tvadimensionell signal som en serie endimensionella DF T-operationer?

(1p)

¢ Namn tva metoder att 0ka prestandan i filtrering av bilder, och beskriv principen fér hur
de fungerar.

(2p)

5

Filter av typen rullande medelvirde anviands ibland som ett enkelt siatt att jimna ut och "snygga
upp”’ brusiga data. Man bor dock kinna till att dessa filter kan paverka signalen pa séatt som
man kanske inte onskar. De har ndmligen alltid nollstéllen pa enhetscirkeln, vilka har effekten
att helt eliminera vissa frekvenser.

a Visa att filtret y(n) = z(n) + x(n — 1) + (n — 2) + z(n — 3) har nollstélleni z = j, z = —1
och z=—j5. (2p)

b Betrakta nu den mer generella formen

N-1

y(n) = ) x(n—k)
k=0

Hur ménga frekvenser kommer slickas ut av detta filter, och vilka ar de? Ta fram ett
uttryck for dessa.

Tips: z-domdn, geometrisk serie

(2p)
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Losningar

it

z(t) = sin(10007t) ger f = 500H z

Vi behéver veta hur olinjériteterna paverkar frekvensinnehallet i signalen, och specifikt sa
behover vi veta den hogsta frekvens som kommer finnas (som har en amplitud éver 1f5). I de tre
forsta fallen far vi detta enklast genom att skriva om sin(z) med eulers formel och tillimpa f(x)
pa det uttrycket, och se vilka frekvenskomponenter som uppstar. Alternativt kan man anvinda
trig-formler.

a

Kvadrering av en sinus innebér att den hogsta frekvensen blir dubbelt s& hog som i den ursprung-
liga signalen, alltsd fy,q, = 1000H z. Da maste fs > 2000H z for att undvika vikning vilket ger
T< ﬁ = 0.5ms.

b

23 ger att den hogsta frekvensen blir tre ganger hogre dvs fae = 1500Hz. Detta ger fy >
3000H z samt T' < 0.333ms .

C

Multiplikation med en annan sinus ger att hogsta frekvensen blir summan av de tva alltsa fy,q. =
550H z. Detta ger fs > 1100H z samt T' < 0.909ms.

d

Denna olinjéritet gér om sinusvéagen till en fyrkantvag. Vi kan saledes anvénda fourierserien for
fyrkantvag (se formelsamling). Den séger att deltonernas amplitud ges av

el =
x| = —
k km
Dar k ar ett udda heltal. Vi soker det varde pa k nar beloppet kommer under 1—(1)0. Los ut
k=220 = 63.6.
™

k = 63 ger alltsd den hogsta deltonen som &ar storre &n ﬁ vilket ger fiee = 31500H z,
fs > 63000H z samt T' < 15.9us

Berédkna poler och nollstéllen for de fyra 6verforingsfunktionerna:

1
2
z
H1 (Z) = 5795 597
(= - )
Detta filter har poler i z = % + %, alltsa polvinkeln £7/4. Det finns ocksa tvéa nollstéllen i

origo.
4(7)

DT1130 Spektrala Transformer o HT 2015



) =
Ha(2) = 2+2) 2-9;
(z+ 55+ 57)
Detta filter har poler i z = —% + %, alltsa polvinkeln i?jf. Det finns ocksa tva nollstéllen i
origo.
3
-1
z
Hs(z) = z | 8
2’2 - ?z + 9

Sok namnarens nollstillen for att fa polerna. PQ-regeln ger

2 8§ 2 25
T3t Vg o973 g

dvs samma poler och polvinkel som Hj(z). Multiplikation ned z i téljare och ndmnare ger

O

1

2427 2-27
(o= T )

Hs(z) =

Vi har alltsa en pol i origo utéver ovanstaende poler. Detta kan jamfora med H;(z) som har
tva nollstdllen i origo (se vidare under resonemang nedan).

4

Det hir filtret har en pol i z = —\/§ alltsa polvinkel 7.

Resonemang

Om vi studerar impulssvaren ser vi att det finns tva med vinkelfrekvens 7 /4, ndmligen a och b, och
vi har tva 6verforingsfunktioner med denna vinkel (H; och H3). Impulssvaren &r identiska bortsett
fran att a ar tidsforskjuten 3 sampel jamfort med b. Jamfor vi Hy och Hj ser vi att H3(z) =
Hy(2)z73. Alltsa ar Hj fordrojd tre steg jamfort med Hy (z~* motsvarar ju en fordréjning med
k sampel) och ska séledes paras ihop med a, och H; med b.

Impulssvar ¢ har en period pa 4 sampel dvs w = /2. Det motsvara ingen av verforingsfunk-
tionerna.

Impulssvar e har en period pa 2 sampel dvs w = 7 och méaste hora ihop med filter 4.

d har en frekvens som ar hogre 4n ¢ men lagre dn d, vilket stimmer bra pa filter 2 (:l:%).

Rétt svar ar alltsa 1 -0, 2-d, 8- a, 4 - e.

R]

Impulssvaret for rummet ger H,.,, = 1 — 0.5z~ 1. Detta filter dr seriekoplat med mikrofonfiltret,
alltsa ska overforingsfunktionerna multipliceras. Det ger

(1-052"1)(1+052"1) 1405271
H(Z) = Hrum(z)Hmzk(z) = (1 _ 0_52—1)2 - 1—-0.5z"1
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Det sokta filtret utgors av inversen av ovanstaende dvs
1 1-05z"t Y(2)

H(z) 1405271 X(2)
Y(2)(1 405271 = X(2)(1-0.5271)

G(z) =

overgang till tidsdomén ger
y(n) +0.5y(n — 1) = z(n) — 0.5z(n — 1)
y(n) =z(n) —0.52(n — 1) — 0.5y(n — 1)

4

a

En impuls i tva dimensioner motsvaras precis som i 1D-fallet av en etta omgiven av nollor. Det
kan ses som en vit pixel i en Gvrigt svart bild.

Impulssvaret i 2D kallas ibland PSF (Point Spread Function) dérfor att det beskriver hur en
punkt sprider sig i bilden vid filtrering. Men den vanligaste termen &r filterkdrna.

b

Man byter forst ut varje rad i bilden mot dess endimensionella DFT, som ju blir en vektor av
samma lingd (dock komplex). Sedan gér man samma sak med kolumnerna i den resulterande
matrisen. Fardigt!

C

Om vi har en filterkdrna med dimensionen Nz M, och denna filterkirna ar linjért separerbar, sa
kan man dela upp den i ett vertikalt filter av storleken Nx1 och ett horisontellt filter 1zM, vilka
appliceras efter varandra, vilket gar mycket snabbare &n att falta bilden med Nz M-kirnan.

Man kan ocksa gora filtreringen i frekvensdoménen. Man utnyttjar da FFT for att transfor-
mera bild och filterkéirna till frekvensdomén, dér (enligt faltningsteoremet) faltningen erséitts med
en elementvis multiplikation. Resultatet inverstransformeras tillbaka till spatialdoméan. Detta ar
snabbare &dn faltning pa grund av FFT:ns speciella berédkningsegenskaper.

a

y(n) =z(n)+z(n—-1)+z(n—-2)+z(n—3)
Z-transform ger
2
H(z)=1+ 21y =24 -3 = z3+zz3+z+1
For att visa att filtret har nollstéllen i sagda positioner sétter vi in:

1441

H(j 0
() =
~1+1-101
H@Q:;—ijf——zo
L j-l—j+1
H(—J):%:O
j
V.S.B.
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Z-transform ger

N-1

H(z)= Z 2k

k=0
Detta &r en geometrisk serie (se formelblad) med a = 27! och n = N — 1. Vi far da

H()_z*N—l_l—z*N_ 2N —1
VT T AR G

Vi har alltsa en poli z =1, och N — 1 poler i origo.

Nollstillena ges av 2V = 1 = ei2k7

dar k ar ett heltal.

j2km
z=eN

dvs nollstéllena dr jdmnt fordelade langs enhetscirkeln och motsvarar vinkelfrekvenserna w =
%TW. Unika nollstéllen fas da k ligger mellan 0 och N — 1. (Utanfér det omradet aterfar man
samma punkter igen dvs k = N ger samma sak som k = 0 osv.)

For k = 0 fas z = 1, och detta nollstalle sammanfaller med en pol (se ovan) sa dessa kommer
ta ut varandra, dvs frekvensen 0 kommer inte att slackas ut.

De N — 1 frekvenser som kommer sléckas ges darfor av

o= 2km
N
for1 <k < N.
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