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Repetition

» Lagranges metod anvander att gradienterna Vf och Vg ar
parallella vid extrempunkter fér f(x, y) under bivillkoret
g(x,y) =0.

» Vid tva bivillkor
g(x,y) = 0
h(x,y) = 0

ska Vf vara en linjarkombination av Vg och Vh.



Integration Gver en rektangel
y

» Enintegral f01 f(x) dx kan
tolkas som arean under en
graf.

» En dubbelintegral

[Jpf(x,y) dxdx =

f01 f01 f(x,y) dxdy kan
tolkas som volymen under
en graf.
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Integration av konstant

Berékna [[,2 dxdy ddrD gesav0 < x <2och1 <y <4.
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Indelning av omradet i sma delar
For att se att det gar att definiera en dubbelintegral kan vi dela
in omradet D i manga sma rektanglar.

y

X

Vi kan jamféra med en funktion F(x, y) som pa varje
delrektangel D; ger maxp, f(x, y) och en funktion G(x, y) som
ges av minp, f(x,y). Vi far att

//D G(x.y) dXdYS//Df(&y) dXdYS//DF(X,y)dxdy

och bade hdger- och véansterled ges av andliga summor.



Integrerbara funktioner

Definition
Vi séger att f(x, y) ar integrerbar pa rektangeln D om vi

skilladen
/ / F(x. ) dxdy — / / G(x, y) dxdy
D D

gar mot noll nar rutnatet blir finmaskigare.

Exempel

Funktionen f(x, y) = x2 + y? ar integrerbar pa 0 < x < 1,
0<y<1.



Upprepad integration

Om f &r integrerbar kan berdkna [, f(x,y) dxdy genom
upprepad integration och far

//D f(x,y)dxdy = /: (/Cd f(x,y) dy) ax

d b
_ / / F(x, y) dx | dy
Cc a
om dessa integraler existerar.

Rutnéatet kan tolkas pa tva satt, som en rad av kolonner eller
som en kolonn av rader. N




Upprepad integration

Anvénd upprepad integration for att berékna [ [, x?y? dxdy dar
Dgesavd<x<1och1<y<?2
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Andra omraden

Det ar inte alltid integrationsomradet &r en rektangel.

Berakna [, x? + y? dxdy dar D ges av x > 0, y > 0 och
x2+y?<1.

y

Vi kan utvidga omradet till en rektangel, eller dela in omradet i
sma delar av annan form ar rektanglar.



Polara koordinater

Nar vi ska integrera éver en cirkelsektor kan det vara praktiskt
med polara koordinater. Vi far ett rutnat

Har ar inte alla rutor lika stora, sa vi maste ha med det i
berakningen. Rutornas area ar proportionell mot avstandet till
origo och vi far

1 us
// f(x,y) dxdy :/ /2 f(rcos@,rsin®) rdrd.
D 0o Jo



Integration i polara koordinater

Berdkna [, x? + y? dxdy ddr D &r kvartscirkeln0 < r < 1,
0<6<%.
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