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Repetition

» Dubbelintegralen / f(x, y) dxdy kan tolkas som volymen

D
under grafen for f(x, y).

» Dubbelintegraler dver rektanguldra omraden definieras
genom Riemannsummor, dvs dubelintegraler av styckvis
konstanta funktioner som ger évre och undre
uppskattningar.

» Kontinerliga funktioner &r integrerbara éver rektanglar.

» Genom upprepad integration kan dubbelintegraler éver
rektanglar berdknas som tva enkelintegraler.



Polara koordinater

Nar vi ska integrera éver en cirkelsektor kan det vara praktiskt
med polara koordinater. Vi far ett rutnat

Har ar inte alla rutor lika stora, sa vi maste ha med det i
berakningen. Rutornas area ar proportionell mot avstandet till
origo och vi far

T M
// f(x,y) dxdy:/z/ f(rcos@,rsin®) rdrdé.
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Variabelbyte i dubbelintegraler

N&r vi gar dver fran rektangulara koordinater (x, y) till poléara
koordinater (r, #) har vi att
dxdy = rdedr.

Detta ar ett exempel pa nagot mer generellt. Som vi sett
tidigare har vi vid koordinatbytet

X = rcosf
y = rsind

Jacobianen, eller Jacobideterminanten,
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Variabelbyte

Bestdm Jacobianen vid koordinatbytet
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Generellt variabelbyte

Mer generellt &r det Jacobianen, eller Jacobideterminanten,
som talar om hur areaelementen ska omvandlas och vi far

//D f(x,y)dxdy = //E f(g(u, v), h(u, v)) ’ggz:a‘ dudv.

For att detta sakert ska gélla kravs nagra férutsattningar:
» Koordinatbytet (g, h): E — D ska vara inverterbart och C'

» Bada omradena ska vara kvadrerbara, dvs randen ska
vara en nollmangd.

» Bada funktionerna f(x, y) och f(g(u, v), h(u, v)) ’ggﬁ

ska vara integrerbara pa sina respektive omraden.




Tentamensuppgift

Berakna arean av omradet D som ges av olikheterna
1<xy2<8 och 1<x?y<8

genom att utféra variabelbytet u = xy?, v = x2y i
dubbelintegralen [/, dxdy. (4p)
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Generaliserade dubbelintegraler

Nar omradet ar obegransat behdver vi generaliserade
dubbelintegraler.

For att vara saker pa att den ar valdefinierad ser vi om bade
den positiva delen och den negativa delen &r konvergenta.
Skriv

f(Xay) = f+(X7.y) - f_(Xv.y)
dar f*(x,y) > 0och f~(x,y) > 0.
Definition
Den generaliserade integralen [ [, f(x, y) dxdy &r konvergent
om det finns tal M+ och M~ s att

// fT(x,y)dxdy < Mt och // f~(x,y)dxdy < M~
D D

for varje kompakt kvadrerbart delomrade D av
integrationsomradet.



Medelvardessatsen
Arean av ett omrade D kan beradknas som

Area(D) = // 1 dxdy.
D
Medelvardet fér f(x, y) pa D ges av
/ / f(x,y) dxdy
D

1
_— f(x,y)dxdy =
Area(D)//D( y) dxay //1dxdy
D

Om f(x,y) d&r kontinuerlig pa det kompakta sammanhdngande
omrddet D s& finns en punkt (xo, yo) i D sa att

(%, Y0) = Are;(D) [ ey aay
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