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Repetition
» Arean av en yta r(s, t) ges av

0’ dsdt

» Ett vektorfalt r en funktion F: D — R", som ger en vektor
i varje punk.

» Faltlinjerna har tangetvektorer som &r parallella med
vektorfaltet.

» Vektorféltet F ar konservativt om F = Vf fér nagon
potential f.

» Ekvipotentiallinjer (-ytor) ar nivakurvor for potentialen och
de ar vinkelrata mot faltlinjerna.

» Ett nddvandigt villkor fér att F = (P, Q) ska vara
konservativt ar att

oP 0Q

dy  ox
» Villkoret ar inte tillrackligt i allménhet.



Ett exempel pa icke-konservativt falt med g—’; = %

y X
F(Xay): <_X2+y27X2+y2)

uppfyller % = @ Overallt

utom i origo.

Om [r, 6] &r polara koordinater géller

@——7}/ och % _ X
ox  x24y? ay  x2+y?

men 6(x, y) &r inte valdefinierad i hela R?.



Kurvintegraler

Om r(t) ar en parametrisering av en kurva ~ i planet kan vi
berdkna en integral av f(x, y) langs kurvan genom

b
/ f(x,y) ds = /a F(e(1) |F(8)] .

Exempel

Bestam det genomsnittliga vardet for f(x, y) = x2y? pa
enhetscirkeln.
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Kurvintegraler av vektorfalt

Vi kan integrera ett vektorfalt F(x, y) langs en kurva v genom

/F dr_/ F(x(1)

om r(t), a <t < b &r en parametrisering av .

Exempel (SF1626 —
Tentamen 2013-05-27,

Uppgift 3(a))

Lat F(x,y) = (y2, x?) och
berékna kurvintegralen [ F - dr
dér v ar linjesegmentet fran
punkten (0, 1) till punkten (1, 0).
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Kurvintegral

Exempel (SF1626 —
Tentamen 2013-05-27,

Uppgift 3(a))

Lat F(x, y) = (y2, x?) och
berékna kurvintegralen [ F - dr
dar ~ ar linjesegmentet fran
punkten (0, 1) till punkten (1,0).

Vi kan skriva upp integralen
som [ Pdx + Qdy. Vad &r P
och Q7
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A P=2y Q=2x
B. P=y? Q=x?

C.P=-y%,Q=x°
D. P=x2 Q= —y?




En tentamensuppgift till

For att berdkna arbetet som ett vektorfalt F utfér anvands
kurvintegralen [ F - ar.

1. Berakna kurvintegralen da F(x, y) = (-, x) och v ges av
r(t) = (t,t2), dar t gar fran —2 till 2. (2 p)

2. Ge ett exempel pa ett vektorfalt F sddanat att
kursvintegralens vérde blir 2 nér kurvan ~ ges av
enhetcirkeln som genomléps ett varv moturs. (2 p)

A. Parametrisera kurvan

B. Uttryck vektorféaltet i parametern

Var bérjar vi? C. Rita upp kurvan
D. Berédkna dr



Kurvintegral med potential

Om F ar konservativt & F = grad f fér en potential f: R? — R.
Da far vi

[Far—| " grad £(r(1))- (1) ot = [F(K())]2 = £(r(b)) — (r(a))
~ a

eftersom kedjeregeln ger att

gtf(r(t)) =gradf-r(t) = g)ix’(t) + g;y’(t).

Exempel

Lat F(x, y) = (xy?, x2y) och berakna kurvintegralen J,F-dr
dar ~ &r linjesegmentet fran punkten (0, 1) till punkten (1, 0).



Oberoende av vag

Féljande pastaenden &r ekvivalenta fér ett vektorfélt F i ett
omrade D:

1. F &r konservativt.

2. Integralen f7 F - dr beror bara pa start och dndpunkt.

3. Integralen f7 F - dr = 0 for varje sluten kurva i D.

Idé till bevis.

1=2: f7 Vif.dr=f(B)— f(A).

1<2: Vi kan definera f(x, y) = f7 F - dr dar v gar fran en given
punkt O till (x, y). Vi behdver visa att Vf = F.

2<-3: Integralen dver en sluten kurva kan ses som skillnaden

mellan tva integraler med samma start- och andpunkter.
L]



Fl6de genom kurva

Om vi istéllet for att berdkna vektorfaltets del utefter kurvan ser
pa den del som &r ortogonal mot kurvan far vi flédet genom

kurvan som
/F -Nds
Y

dar N ar en normerad normalvektor till v i den aktuella punkten.
Eftersom vi kan se dr som (dx, dy) kan vi se N ds som

(—dy, dx) eller (dy, —dx) beroende pa vilket hall vi véljer
normalvektorn.

Exempel

Berakna flodet ut genom enhetscirkeln av vektorfaltet
F=(x.y) = grad }(x* + y?).
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