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Lappskrivning 1: Losningsforslag

Fredag 4 mars 2016 10:15-11:45
Differential- och integralkalkyl II, del 2, SF1603, Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel &r tillatna.
Max: 12 poang

Version A
1. (4 poing) Betrakta ytan i R? som beskrivs av ekvationen

2?4yt +2—6=0.

(a) Gor en enkel skiss av ytan. Ange vilken av de tre axlarna i din figur som &r
z-axel, vilken som &r y-axel och vilken som ar z-axel.

Losning:
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(b) Skirningen av ytan med planet x = y ir en kurva i R?. Bestim en ekvation
for tangenten till kurvan i punkten x¢ = (—1,—1,1).

Losning: Skarningen med planet © = y ar kurvan som bestams av
2 2 _ _
x*+4y*+2—-6=0 och z=y.
Later vi ¢t := x = y ser vi att

r(t) = (t,t,6 — 5t2), teR,



ar en parametrisering av kurvan. Vi har r(—1) = x¢. Eftersom r'(¢) = (1,1, —10¢),
finner vi att r'(—1) = (1,1,10) &r en tangentvektor till kurvan i punkten xq. Tan-
genten till kurvan i punkten x¢ har saledes ekvationen

x = xq + sr'(—1),
dvs
(x,y,2) = (—1,—-1,1) + s(1, 1, 10), seR.
Svar: (z,y,2) = (—1,-1,1) 4+ s(1,1,10) dar s € R.
. (4 poiang) Bestdm alla stationéra punkter till polynomet

fley) = (" =1+ (z —y* + 1%
Avgor for varje stationdr punkt om det ar en lokal max punkt, en lokal min punkt
eller en sadelpunkt.
Losning: Derivering ger

af _
or

)
21+ 2 —y?), ai = dy(2° —z - 2).

Alltsa bestams de stationdra punkterna av ekvationssystemet
14z —y>=0,
4y(2y? —x —2) = 0.
Antag forst att y £ 0. Da far vi ekvationssystemet
1+z—y>=0, r=y>—1,
dvs
20 —x—2=0, y? =1

Det foljer att (0,1) och (0,—1) &r stationdra punkter. Antag nu att y = 0. Da
ar andra ekvationen i (1) automatiskt uppfylld medan forsta ekvationen ger z =
—1. Alltsa &r (—1,0) en stationdr punkt. Sammanfattningsvis har vi foljande tre
stationara punkter:

(0,1),  (0,-1),  (~1,0).

For att bestdmma om dessa punkter ar lokala max, lokala min eller sadelpunkter,
beraknar vi

e (T,Y) = 2, " () = —4y, " (2,y) = 4(6y° —x — 2).

For punkten (0,1) finner vi att
. rh o . _ . rl o
A= f,.(0,1) =2, B = f;,(0,1) = —4, C = f,,(0,1) = 16,
sa att punktens karaktir bestdms av den kvadratiska formen
Q(h, k) :== Ah* + 2Bhk + Ck* = 2h* — 8hk + 16k>.

Genom att skriva
Q(h, k) = 2(h — 2k)? + 8k*



ser vi att @ ar positivt definit. Det foljer att (0,1) &r en lokal min punkt.
For punkten (0, —1) finner vi att

A= fr(0,-1) =2, B = f;’y(O,—l) =4, C:= Z’/’y(O, —1) =16,

sa att punktens karaktir bestdms av den kvadratiska formen
Q(h, k) = 2h? + 8hk + 16k>.

Genom att skriva
Q(h, k) = 2(h + 2k)* + 8k*

ser vi att @ ar positivt definit. Det foljer att (0, —1) &r en lokal min punkt.
For punkten (—1,0) finner vi att

A= fl(-1,0) = 2, B = ;’r/y(—l,O) =0, C:= ;'y(—l,O) = —4,
sa att punktens karaktar bestdms av den kvadratiska formen
Q(h, k) = 2h* — 4K>.

Denna formen &ar indefinit. Det foljer att (—1,0) &r en sadelpunkt.
Svar: De stationara punkterna ar

(0,1) lokal min punkt,
(0,—1) lokal min punkt,
(—1,0) sadelpunkt.

. (4 poéng) Bestam konstanten a € R sa att planet 2z + 2y + z = a tangerar ytan
T+ y?+ 24 =1.

Lésning: Detta #r uppgift 2.86 i vningsboken. Lat F(z,y) = z + y* + 2% s
att ytan ges av F' = 1. Vi har grad ' = (1,2y,423). Planet 2z +2y + 2z = a
har normalvektor n = (2,2,1). Antag att detta plan tangerar ytan F' = 1 i en
punkt (z,y,z). Eftersom gradienten grad F' ar normal till nivaytan F' = 1 maste
vi ha grad F(z,y,2) = An for nagot A\ € R, dvs (1,2y,423) = X\(2,2,1). Foérsta
komponenten av den hér ekvationen ger A = 1/2; de resterande tva komponenterna
ger da y = 1/2 och z = 1/2. Villkoret att punkten (z,y, z) ligger i ytan F = 1

innebar nu att
T 5 5) = Vs 1 = 6

Slutligen ger villkoret att punkten (x,y, z) ocksa ligger i planet 2z + 2y + z = a att

7 1 1 23
2(E>—|—2(§)+§—a dvs a—g.



Version B

1. (4 poing) Betrakta ytan i R? som beskrivs av ekvationen

2?4yt —2-2=0.

(a) GOr en enkel skiss av ytan. Ange vilken av de tre axlarna i din figur som &r
z-axel, vilken som &r y-axel och vilken som &r z-axel.

Losning:
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(b) Skirningen av ytan med planet x = y ir en kurva i R3. Bestim en ekvation
for tangenten till kurvan i punkten x¢ = (1,1, 3).

Losning: Skédrningen med planet x = y ar kurvan som bestams av
2 2 _ _
r*4+4y"—2—2=0 och x=uy.
Later vi t := x = y ser vi att
r(t) = (t,t,5t> —2), teR,

dr en parametrisering av kurvan. Vi har r(1) = x¢. Eftersom r’'(¢) = (1,1, 10¢),
finner vi att r'(1) = (1,1,10) &r en tangentvektor till kurvan i punkten xg. Tan-
genten till kurvan i punkten x¢ har saledes ekvationen
x = x¢ + sr'(1),
dvs
(x,y,2) = (1,1,3) + s(1, 1, 10), s €R.
Svar: (z,y,2) = (1,1,3) + s(1,1,10) dér s € R.



2. (4 poiang) Bestam alla stationéra punkter till polynomet
fla,y) = =1+ (z —y* + 12

Avgor for varje stationdr punkt om det ar en lokal max punkt, en lokal min punkt
eller en sadelpunkt.

Losning: Samma som for version A.

3. (4 poéng) Bestdm konstanten a € R sa att planet 2z 4+ y + z = a tangerar ytan
T+ y?+ 2t =1.

Lésning: Lat F(x,y) = = +y? + 2% si att ytan ges av F = 1. Vi har grad F =
(1,2y,42%). Planet 2o + y + z = a har normalvektor n = (2,1,1). Antag att
detta plan tangerar ytan F' = 1 i en punkt (z,v, z). Eftersom gradienten grad F' &r
normal till nivaytan F' = 1 maste vi ha grad F'(z,y, z) = An for nagot A € R, dvs
(1,2y,42%) = \(2,1,1). Forsta komponenten av den hir ekvationen ger A = 1/2; de
resterande tva komponenterna ger da y = 1/4 och z = 1/2. Villkoret att punkten
(x,y,z) ligger i ytan F' = 1 innebér nu att

1\2 1\4 2 7
x+(1>+(§> =1 dvs z=1——=-.
Slutligen ger villkoret att punkten (z,y, z) ocksa ligger i planet 2x + y + z = a att

7 1 1 5
O
3 —|-4+2 a dvs a 5
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Svar: a =



