SF1669 Matematisk och numerisk analys IT
Losningsforslag till tentamen 2016-03-21

DEL A

1. Lat D vara fyrhorningen med horn i punkterna (0, 0), (6,0), (0,5) och (4, 5).

(a) Skissera fyrhorningen D och berikna dess area. 1p)
(b) Bestidm fyrhorningens masscentrum. GBp
Losningsforslag.

(a) Fyrhorningen 4r en parallelltrapets i och med att tva av de fyra sidorna dr parallella.
Arean ges av basen ganger medelvirdet av hojden dvs 5- (6 4+ 4) /2 = 25 areaenheter.

1

FIGUR 1. Fyrhorningen D

(b) Vi behover berikna medelvirdet av = och medelvirdet av y 6ver omradet. Omradet
bestidms av olikheterna 0 <y < 5och 0 <z <6 — 2y/5.
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Svar.
(a) Omradet dr en parallelltrapets med area 25 areaenheter.
(b) Omradets masscentrum ligger i punkten (38/15,7/3).
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2. Vektorfiltet F i planet ges av F(x,y) = (y?, 22y + 1).

(a) Avgor om F ir konservativt. 1p)
(b) Berikna kurvintegralen f o F - dr, dir C ér kurvan som parametriseras av
r(t) = (te',e"'), 0<t<L
3p)
Losningsforslag.

(a) Eftersom vektorféltet dr definierat dver hela planet som dr enkelt sammanhéingande
ricker det att kontrollera om det uppfyller att

OF, OF, _
ox oy
Vi har att 5F oF
2 1
2Tl oy oy =0.
ox dy v

Dirmed dr F konservativt. Vi kan ocksa gora det genom att finna en potential. Genom
integration med avseende pé x far vi ®(z,y) = zy? + g(y) och vid derivering med
avseende pa y far vi 2zy + ¢'(y) = 2xy + 1. Diarmed kan vi vilja g(y) = y och
®(z,y) = xy? + y 4r en potential.

(b) Med hjilp av potentialen ®(z,y) = xy* + y kan vi beridkna kurvintegralen som

/F-drz@(e,l)—@(O,e_l):e+1—0-e_2—6_1:e+1—e_1.
c

Om vi ska berikna integralen med hjidlp av parametriseringen far vi dr = (e’ +
tet, e!=1) dt och integralen blir

1
/ F.-dr = / 271+ t)e 4 (2tele! ™ 4+ 1)t dt
c 0

1

I
S~

1
(1+1)e¥ 2 4232 p el dt = / (1+3t)e* 2 + e~ dt
0

e3t—2 1 1
= (1+3t)—+e“} —/ e dt
3 0 0

e3t—2 1
€2+1—€1—|: } —e+1—e¢t.
3 o

e —

Wl = r—

Wl =

Svar.
(a) Féltet dr konservativt.

(b) Integralen 'eir/ F-dr=e+1—¢'.
c
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3. Den plana kurvan C' parametriseras av
r(t) = (sint,sint + \/icost) , 0<t<2r.

(a) Bestdm den hogsta farten for en partikel som ror sig enligt denna parametrisering.

2p)
(b) Kurvan C' r sluten och begrinsar ett omrade i planet. Arean av detta omrade ges med
Greens formel av kurvintegralen

/F-dr:/ydx
c c

dir F(z,y) = (y,0). Berikna denna area. 2 p)

Losningsforslag.
(a) Partikelns hastighet ges av derivatan

r'(t) = (cost, cost — v/2sin t)

och farten ges av beloppet av detta, dvs

It'(t)| = \/cosgt—l— cos2t — 2v/2sint cost + 2sin’t = \/2 —2V2sintcost = \/2 — V/25sin 2t
Detta blir som storst nér sin 2t = —1, dvs vid ¢t = 37/4 och vid t = 77 /4. Da har vi

[/ (37/4)| = &' (Tm/4)| = V2 + V2.
(b) For att bestimma arean berdknar vi kurvintegralen enligt parametriseringen och behdver
dr = (cost,cost — v/2sint)dt vilket ger

27
/F-dr:/ydx:/ ((sint+\/§cost)(cost)+0-(cost—ﬂsint)) dt
c c 0
2
:/ (sintcost+\/§(3052t> dt:W\/i,
0

dér vi anvint oss av att cos? ¢ har medelvirde 1/2 och sintcost = 1/2sin 2t har
medelvérde noll.

Svar.
(a) Hogsta farten ir v/2 + /2 lingdenheter per tidsenhet.
(b) Omrédets area dr /27 areaenheter.
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DEL B

4. Lat f(z,y) = 20 — 20y + 22 — xy? + 293,
(a) Berikna Taylorpolynomet av grad tva till funktionen f kring punkten (1, 2).

2p)
(b) Anvind Taylorpolynomet for att avgora om f(x,y) har ett lokalt maximum, lokalt
minimum eller ingetdera i punkten (1, 2). 2p)
Losningsforslag.
(a) VI beriknar derivatorna och far
0 0
och
0*f o f *f

L (ry) =2, (1) = —2y, = — 27+ 12y.
.z @ Y) =2, Dy0n (z,y) Y (2,y) x + 12y
Nir vi sitter in (x,y) = (1,2) farvi f(1,2) =2 —-40+1—4+ 16 = —25 och

of of 0% f 0*f 0*f
ax( 72) 07 ay( 72) 07 Ox2 (Jf,y) 27 8y0x (‘ray> ) ayg (xvy) 22
Diarmed ges Taylorpolynomet av grad tva av
Plz,y) =-25+12(x—1)?—-2-4(z—1)(y — 2) +22(y — 2)?)

=-25+(x—1)>—4(x—1)(y —2) + 11(y — 2)%
(b) T och med att Taylorpolynomet saknar linjdra termer &r (1,2) en kritisk punkt till

f(x,y). Vi behover se pa den kvadratiska formen Q(h, k) = h* — 4hk + 11k*. Med
kvadratkomplettering far vi

h* — 4hk + 11k* = (h — 2k)* + Tk* > 0
som visar att punkten (1, 2) dr ett lokalt minimum for f. Vi kan ocksa se detta genom

att se pa egenviardena, A\; och \g, for den symmetriska matrisen som svarar mot den
kvadratiska formen, dvs for
1 =2
-2 11

I och med att bade sparet, dvs A\; + Ao = 12, och determinanten, dvs A\ Ay = 11 —
4 =7, dr positiva maste bada egenvirdena vara positiva och den kvadratiska formen
positivt definit. Slutsatsen blir pa nytt att punkten dr ett lokalt mimimum.

Svar.
(a) Taylorpolynomet ir P(z,y) = —25+ (z — 1)* —4(x — 1)(y — 2) + 11(y — 2)*.
(b) Punkten (1, 2) dr ett lokalt minimum fo6r funktionen f.
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5. Lat D vara kvartscylindern som ges av olikheterna
VP+22<9, 0<z<2, y>0 och z>0.

Beriikna flodet av vektorfiltet F(z, y, 2) = (zy, —y?, y2?) ut genom randen till D.
4p)

Losningsforslag. I och med att filtet dr kontinuerligt deriverbart och randytan &r sluten och
styckvis kontinuerligt deriverbar kan vi anvinda divergenssatsen for att berikna flodet.
Divergensen ges av

. OF, O0F, OF:
divF(z,y,2) = 8; - 8; + 8; = 2xy — 2y + 2yz.

Eftersom omradet som innesluts av ytan dr en cylinder i z-led 6ver en kvartscirkel i y2-
planet dr det lampligt att anvédnda cylinderkoordinater med y = 7 cosf och z = rsiné.
Flodet genom ytan S som innesluter omradet D blir nu enligt divergenssatsen

//F ds /// div F dudydz

71'/2
/ / 2x7’ cos — 2r cos @ + 2r% cos 0 sin 0) rdxdrdf

/ / x?— 2x)r 2cosf + zrdsin 20} drdf
/ / 213 sin 260 drd6
0
r
4
1
= Z<

cos 29]”/ 2

1,

-
~(-D = (1) =5
(Genom att bertrakta symmetrin i planet z = 1 hade vi kunnat bortse fran de tva forsta
termerna i div F eftersom 2(x — 1)y genom symmetrin har medelvirde noll 6ver cylin-
dern.)

Det gar ocksa att berikna flodet genom ytans fem olika delar. De ytor som ger nagot
bidrag dr dels = 2 d& vi behover integrera [ p 4y dydz dir D &r en kvartscirkel med
radie 3, vilket ger 36, dels den buktiga ytan dér vi behover integrera [, (y2*—y°)/3 dydz,
vilket ger 9/2.

Svar. Flodet ut genom ytan ér 81/2.
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6. Funktionen .
fa,y) = sin(y) = cos(a) —a, a=1,
har en kritisk punkt nira (x,y) = (1, 1).
(a) Skriv ett Matlab-program som berédknar den den kritiska punkten med hjélp av Newtons
metod for system. Felet i bdde z- och y-koordinaten ska vara mindre én 1071,
G p)
(b) Antag att a dr en oséker parameter sa att ¢ = 1 £ 0.05. Anviand Matlab-programmet i
deluppgift (a) for att bestimma felgridnser i den kritiska punktens z- och y-koordinater.

(1p)
Losningsforslag.
(a) Den kritiska punkten &r en 16sning till ekvationssystemet V f = 0, dvs
sin(z) —ay = 0,
cos(y) —az = 0.
Jakobiamatrisen for systemet blir
cos(z) -2
J(x,y) = DV f(z,y) = " .2
(z,y) f(x,y) [ — Sm(y)}
Foljande Matlab-funktion 16ser systemet med Newtons metod for ett givet virde pa

a.
%- kritisk.om ---—-—""-—-"-"""""""""""""""——————————————
function Xk = kritisk (a)

o\

Lat X = (X(1),X(2)) = (x,¥)
Definiera funktion och Jakobianmatris

o\

F = @(X) [sin(X(1l))—-axX(2)/2;
cos (X (2))-a*xX(1)/2];
J = @(X) [cos(X(l)) —-a/2;
-a/2 —-sin(X(2))1;
X=[1; 1]; % Startgissning
d=1; % Dummy
while max (abs(d))>1e-10 % Maxnorm —-— storsta felet
d =-JX))\ F(X);
X =X + d;
end;
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(b) Med hjilp av experimentell storningsriakning hittar vi felgranser i z = x(a) och y =
y(a), enligt
B, ~|u(a+ E.) —z@@)], By~ |y(a+ E.) —ya)l,
dira = 1 och E, = 0,05. I Matlab blir det

X = kritisk(1l);
Xs = kritisk(1.05);

Det ger F, =~ 0,020 and E, ~ 0,029.
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DEL C

7. 1 denna uppgift antar vi att alla funktioner och vektorfilt dr kontinuerligt deriverbara.
(a) Visa att ett konservativt vektorfilt F(z,y, z) i tre dimensioner dr rotationsfritt, det
vill sdga uppfyllerrot F =V x F = 0. 2p
(b) Vi sdger att ett vektorfilt F(z,y, z) i tre dimensioner har en integrerande faktor
f(z,y,2) om f(x,y,z) # 0 &r en funktion sadan att vektorfiltet fF dr konserva-
tivt. Visa att om F har en integrerande faktor sd dr rot F ortogonalt mot F' 6verallt.
2p)

Losningsforslag.
(a) Om F &r konservativt finns en potential, dvs en funktion ¢ sa att F = grad ® = V.

Detta ger
r od 0P 09
S \ox’ oy’ oz )

Nir vi sedan beridknar rotationen rot F far vi
OoF; O0F, OF, O0F3 0F, O0OF,
rotF = — , — ) —
dy 0z 0z Or ~ Ox y
B %P 2P 0% 02?d  9*P 0?P — (0,0,0)
- \Oydz 020y’ 020x  Oxdz’ 0xdy Oydoxr)
1 och med att de blandade partiella derivatorna dr lika nér de dr kontinuerliga.
(b) Lat f vara en funktion sadan att vektorfiltet G = fF &r konservativt. Vi har da enligt
del (a) att
of of . 9Of of . 9Of of

O=rotG=(—F;— —F, —F, — —F;, —F, — —F tF
ro ((93/ P02 Yo Y ox Yo ? oy 1)—|—fro

=(Vf)xF+ frotF

sa det racker att visa att den forsta termen &dr ortogonal mot F &verallt i och med
att f aldrig &r noll. Detta kan vi visa genom att anvinda skaldrprodukten och far da
F - (Vf xF) =0, eller utskrivet med alla termer

of of . Of of o, Of of

o $F1 8_mF37 %Fz 6_yF1
_p (% g _ 91 o p _0f Ofp _9f
=T 8yF3 0z Fy ) + 1 82F1 8:6F3 + ¥ (99(:F2 oy Fl)

:F1F3(3_£_8_f)+F2F1 g—a—f)nLFgFQ(g—];—g_ﬁ) —0
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// x? + y? dady.
D

dir D dr rektangeln som gesav ) < x < loch -1 <y < 1.
(a) Approximera integralen med trapetsregeln i tva dimensioner. Anvind steglingden

8. Betrakta integralen

hy =1/21x-led och h, = 11 y-led. 3p
(b) Hur ménga ganger mindre skulle felet i approximationen bli (ungefir) om man istéllet

anvinde stegldngden h, = 1/6 i z-led och h, = 1/3 i y-led. (1p)

Losningsforslag.
(a) Lt z; = jh, och y, = —1 + kh,,. Trapetsregeln i tvd dimensioner lyder da
// 1’2 + deydx ~ Z Z fj,khxhywj,k, fjJC = .1']2 + y,?,
D -
j=0 k=0

dar h, = 1/n,, h, = 2/n, och vikterna ges av
1, inre punkt,
w;r = 4 1/2, kantpunkt,
1/4, hornpunkt.
I fallet h, = 1/2 och h, = 1 har vi n, = n,, = 2 och om vi samlar ihop f;;-virdena

1 en matris,

foo for  foo 0+1 0+0 0+1 1 0 1
fio fu f|=1/4+1 1/440 1/4+1|=|5/4 1/4 5/4
foo for foo 1+1 14+0 1+1 2 1 2

Det ger

ng Ny

Z Z Jikhahyw;

=0 k=0

B (% (foo + oo + fao + Jo2) + % (for + fio + fa + fi2) +f11) hh,

B 6+14+1 1 7
S \4 8 4)2 4

(b) Vinoterar att trapetsregeln dr en andra ordningens metod, d.v.s. felet dr proportionellt
mot kvadraten av stegldngden. Nir steglaingden minskas med en faktor 3, minskar da

felet med en faktor 32 = 0.

Svar. ;
(a) Trapetsmetoden ger approximationen / / (2% + y?) dody ~ —.
D

(b) Felet minskar med en faktor 9.

W
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9. Bestim den hogst beldgna punkt pd paraboloiden z = z? + 4y* som #r belyst av en
punktljuskillai (8,3,0). 4p)

Losningsforslag. Grinsen av det belysta omradet bestar av de punkter pa paraboloiden dar
ljusstrdlarna frén P = (8, 3, 0) tangerar ytan. Detta betyder att gradienten for 2% + 4y* — 2
ska vara vinkelrdt mot linjen. Detta ger villkoret

(2z,8y,—1)- (x — 8,y —3,2) =0 = 2x(x — 8) +8y(y —3) — 2 = 0.

Punkterna ska dessutom ligga pa paraboloiden sa vi soker punkter pa kurvan som ges av
ekvationssystemet

z = 2zx(x—8)+8y(y —3)

z = 2%+ 492
som dr ekvivalent med

z = 22+ 42

0 = z(z—16)+4y(y — 6)
Vi soker det maximala virdet for z under dessa villkor, vilket dr detsamma som att maxi-
merar f(z,y) = 2*>+4y? under bivillkoret g(z, y) = 0dir g(z,y) = z(x—16)+4y(y—6).
Detta 4r en ellips i xy-planet och vi kan anvinda Lagranges metod for att se att vi maste ha
gradienterna till f och g parallella vid optima. Detta ger villkoret att (2, 8y) ska vara pa-
rallell med (2(z —8),8(y —3)), vilket ger 16x(y — 3) = 16y(x — 8). Alltsd maste 8y = 3z
ochz = Aaochy = A\b fér ndgot \. Insatt i bivillkoret ger det A(A—2)8%+4\(A\—2)3% = 0,
dvs 100A(A—2) =0.NarA =0farviz =y =z=0ochndr A\ =2farviz = 16,y = 6
och z = 22 +4y* = 4-82 + 16 - 32 = 400. Didrmed blir den hogst beliigna belysta punkten
(z,y, 2) = (16,6, 400).

Svar. Den hogst beldgna belysta punkten ir (z,y, z) = (16, 6, 400).




