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Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra poing.

Del A pa tentamen utgors av de tre forsta uppgifterna. Till antalet erhallna poéng fran del A ad-
deras dina bonuspoing. Poingsumman pa del A kan dock som hogst bli 12 pozdng. Bonuspoingen
beriknas automatiskt. Antal bonuspoéng framgar fran resultatsidan.

De tre foljande uppgifterna utgdr del B och de tre sista uppgifterna del C, som framst &r till
for de hogre betygen.

Betygsgrinserna vid tentamen kommer att ges av

Betyg ‘ABCDEFX
Total poédng 27 24 21 18 16 15
varav frandelC| 6 3 - - - -

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr val motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

Var god vind!
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DEL A
1. Linjen L, ges av i
T -1 —2
yl = |3 +t|—1
z 0 | i 1
och linjen L, ges av i
T 4 1
yl = |2| +s 1|5
z 3_ _1
(a) Bestam i parameterform det plan II som &r parallellt med linjen L; och innehaller
linjen L. 2p)
(b) Bestdm avstandet mellan linjerna L, och Ls. 2p)

a) Varje plan som har riktningsvektorn [—2 -1 1] T4l L, som en av sina riktnings-
vektorer dr parallellt med 7;. Darfor ar

x 4 1 -2
Il: |y =12 +s |5 +t|—1
z 3 1 1

en beskrivning av 11 i parameterform.

b) Punkten () = [—1 -3 O}T ar pa linjen L, och punkten P = (4 2 S)T ar pa
linjen L,. Da linjen Lo hgger i planet II, foljer det att avstandet mellan L; och L, dr
langden av vektorn proj; PQ projektionen av PQ till normalvektorn 7 av planet II.
Normalvektorn ges av

-2 1 —6
n=|—1| x |5] =1 3
1 1 -9

For att forenkla berdkningarna ska vi skala 77 och ta 77 = [—2 1 —3] T Vektorn
PQ=|-5

Av projektionsformeln har vi att

proj; PQ = TGIE 1.

Vihar att ||77]|2 = 4+ 149 = 14, och att PQ - 77 = 10 — 5+ 9 = 14. Det féljer nu att den
sokta langden r ||71|| = v/ 14.
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2. Vi har matrisen

5 6 0
A= -3 -4 0
3 3 -1
(a) Bestdm alla egenvektorer till egenvédrdena 1 och —2. 3p)
(b) Varfor ar matrisen A diagonaliserbar? 1p)
a) Egenvektorerna tillhérande egenviardet A = —1 ges som nollskillda vektorer i noll-
rummet till matrisen
—6 —6 0
3 3 0
-3 -3 0
Med andra ord planet som ges av ekvationen = + y = 0. Egenvektorerna &r foljaktligen
1 0
t-|—1] +s- (0],
0 1

for alla talpar (¢, s) # (0,0).
Egenvektorerna till egenvirdet A = 2 ges av nollrummet till matrisen

-3 —6 0
3 6 0
-3 =3 3

Vi kan stryka rad 2, och utfor de vanliga radoperationerna
1 2 0 1 20 1 0 =2
-1 -1 1 011 01 1]
Detta ger att egenvektorerna ar ¢ - [2 -1 1} T, med nollskillda tal ¢.

b) Dimensionerna av egenrummen summerar till tre.

3. Den kvadratiska formen Q pd R? ges av

Q(T) = 23 + my29 + 73,

(a) Ange den symmetriska matris A som uppfyller Q(Z) = 7 AZ. (1p)
(b) Avgdr om @ ér positivt definit, negativt definit, positivt semidefinit, negativt semide-
finit eller indefinit. GBp

a) Den kvadratiska formen Q(Z) = 2% + x5 + 23 kan skrivas som
#TAZ,

med den symmetriska matrisen

2
Il

M= =

— DO [
—_
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b) Egenvirderna till matrisen A ges som nollstéllen av

A—1 -1 1
— = 2 | =(N=1)2%2-Z=
det(N — A) = det { IR 1] =(A—-1) 1

Vi Ioser ekvationen (A — 1)? — 1 = 0 och erhéller att
1
A—1==+—.
2

Detta ger egenvirden % och % Da alla egenvirdena ir positiva, har vi att den kvadratiska
formen ir positivt definit.
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DEL B

4. Lat Ty : R? — R? vara den linjira avbildning som har standardmatris

-1 3
a7
(a) Lat L vara linjen som ges av 2z — 3y = —11. Visa att T4 avbildar L pa en linje
Ta(L). 2p
(b) Hitta en linje L’ sa att T'x(L') &r en punkt. Ange ekvation for L'. 2p)

a) Matrisen A har rang 1 och dirfor ér bilden Range(T4) en linje. Bilden T4 (L) dr
antingen en enkel punkt eller denna linje. Vi maste utsluta att 7’4 (L) dr bara en punkt. Det
ricker att betrakta punkterna

—4 7
P[l] och Q[l}.
Béda punkterna ligger pa L. Men
Ty(P) = 7 medan T4 (Q) = —4
A _14 ) A 8 *

Dirfor bestar bilden av minst tva punkter.
b) Nollrummet till 74 ges av matrisekvationen

-1 3|z
2 ke
Detta ger ekvationen —z + 3y = 0. Detta dr en linje, och per definition skickas denna linje

till punkten [8] .

5. I R* har vi foljande fyra vektorer

1 1 3 |
a= % s=|2|, w=|2%2| oh #=|!
9 | e 3 |
1 | 3 |

Vektorrummet V' = Span(u, U, ).
(a) Visa att 8 = {u, U} 4r en ortogonal bas for V. (1p)
(b) Vi har basen v = {0, @} for V. Bestdm koordinatvektorn till Projy (Z) i basen .
Gp)
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a) Vektorerna @ och ¢ &r ortogonala da « - ¥ = 0, och foljdaktligen &r de linjért obero-
ende. Vi har vidare att
-3
= || = -2i+w
5
och det foljer nu att § = {u, ¥} 4r en ortogonal bas for vektorrummet V.

b) Vi har att ||i|| = v/6 och att ||#7]| = v/7. Vi har dirmed att {\/ig, %} dr en ortonormal
bas for V. Detta ger att

prO.]V(f):%%‘i‘Wﬁ— 6 . 7

Viharattu- ¥ =1+2—1=2,ochattv-7¥=—-14+2+ 1+ 1= 3. Detta ger att

.o, 1, 3
projy (Z) = 3u + v
Tidigare har vi ridknat ut att w = —2u + v, vilket ger att
I S
U= 00— oW
Insitter vi detta i vart uttryck for proj, () erhaller vi att
o 11, 1. 3, 7418, 1,
projy (¥) = §(§U - §w) + ZU=— Ui

25
Koordinatvektorn i den sokta basen blir da [ 421] .
6

. Lat A vara en symmetrisk 3 x 3-matris. Anta att dess karakteristiska polynom har en enkel

1
rot A\; = 2 med motsvarande egenvektor v; = 1 | och en dubbelrot Ay, = —2.
-1
3
(a) L4t w = | —3 |. Berikna AW 2p)
0
(b) Bestdm matrisen A. 2p)

a) Da matrisen A dr symmetrisk vet vi att egenrummen &r ortogonala, och att egenvekto-
N - T .
rerna spinner upp hela rummet. Vektorn & = [3 —3 0] dr ortogonal mot egenvektorn

[1 1 —1} T, och dirfor dr «w en egenvektor. Egenvirdet dr —2. Detta ger att

3
AP = (=2)%0 = —32 | -3
0
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b) Egenrummet F tillhérande egenvirdet A = 2 spénns upp av [1 1 —1}T. Vi har

att egenrummet £, tillhorande egenviardet A = —2 ges av ekvationen z +y — z = 0.
1 1

En ortogonal bas for F_, dr -1, (1 . En ortonormal bas av egenvektorer ges
0 2

diarmed av vektorerna

1 1

1 1—1 ochll
\/3_1’\/50 \/62

Vi har vidare att A = PDP~!, dir D #r diagonalmatrisen med egenvirdena pé diago-
nalen, och matrisen P har som kolonner en bas av egenvektorer. Vi viljer kolonnerna i P
att vara de ortonormala egenvektorerna ovan, vilket ger att
-1 1 1

—_ =

CRECCH I R R
A = A ATk 0 -2 0| P
-L 0 2110 0 -2
Rabve 7o
r_2 2 2 1 1 _ 1
=\ v wllve —»
ST S T I B R
Rabve s B
2 _2_2 2,2 2 _2_4
_ |2, 3 833 8 34§
3_22_ é6 3_22_ é6 23_ §6
L 3 6 3 6 3 6
[2 4
_ |4 -2 -4
314 -4 -2

Var god vind!
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DEL C

7. Planen P, och P, i R? ges av ekvationerna:

P: z2—y+2=5 Py 20422 = -8

1 2
Linjen L dr |3| + ¢ |0, godtyckliga tal ¢t. Linjen L speglas genom P; till en linje L'.
0 4
Avgor om L' skir planet Ps. 4 p)
142t
Vi bestimmer forst skirningen mellan linjen L = 3 ochplanet P;: x—y =
4t

z = 5. Inséttning ger 1 + 2t — 3 + 4t = 5, vilket betyder att 6t = 7, det vill sidga ¢ = g.
Skérningspunkten P har koordinater

TEINE
P= 3 =13
14 14
3 L3
2
En riktningsvektor for linjen L dr vektorn o = | 0|, och en normalvektor for planet P, dr
4
. L
7= | —1{. Vihar, av figur t.ex., att
1

projz v+ —1- (v — proj, ¥) = 2proj v — v
ar en riktningsvektor for den speglade linjen L’. Vi har att

n-v 2+4

proj; v = Hﬁ||2ﬁ: 5 -
Detta ger att
4—2 2
2projz vt —v=4n—-v= |-4-0| = |4
4—-4 0
ar en riktningsvektor for L. Vi har att L’ gar genom P, sadan att linjen
10
= 2

3
L'=|3|+t-|—-4

14
3 0
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Insitter vi parameterbeskrivningen av L’ i ekvationen for planet P,, erhéller vi

10 14 20 28
Ao +2) +2() =2 + = +4t=-8

vilket har 16sning, och vi har att speglingen L’ skir planet P,.

8. Lat
f = {cos(x),sin(x), cos(2z), sin(2x), . .., cos(10x), sin(10z)}.
Mingden [ bildar en bas for ett delrum 1 av vektorrummet av reellvéirda funktioner av en

variabel x. Derivationsavbildningen D: V' — V ir den linjdra avbildning som skickar
en vektor f(x) iV till

df
D ==
(f@) =
dess derivata.
(a) Hitta matrisrepresentationen till D i basen . 2p)
(b) Avgor om avbildningen D &r diagonaliserbar. 2p)
Vi har att
d
—(cos(nz)) = —nsin(nz) och att
dz
%(Sin(nx)) = ncos(nx).
Matrisrepresentationen av derivationsavbildningen i basen [ blir da
"0 1 0 0 --- oo 0]
10 0 0 -+ -+ 0
0O 0 2 -+« - 0
A= 0 -2 0 :
o 0 0 0 -~ 0 10
00 0 0 - =10 0

b) Vi bestimmer forst det karakteristiska polynomet till derivationsavbildningen, det
vill sdga det(Al — D). Vi noterar att determinanten till ett block pa formen

A —n
n oA
ar (A2 + n?). Det foljer att det karakteristiska polynomet till D r
(A2 4+ 1)(A2 +4) - (A2 +10%),

som inte har nagra reella nollstillen. Avbildningen &r speciellt inte diagonaliserbar.

9. Lat A och P vara 3 x 3-matriser, dar P dr inverterbar.
(a) Visaatt tr(A) = tr(P~'AP), dir tr betecknar spéret av matrisen. 2p)



10 SF1624 Algebra och geometri — Tentamen 17 mars 2016

(b) Antag att A dr diagonaliserbar och uppfyller foljande tre villkor

tr(4A) = 0,
tr(A?) = 14,
tr(A*) = —18.

Berikna det(A).

a) Det karakteristiska polynomet till A &r pa formen
det(M — A) = N* — ) A\ + o)\ — cs.

(2 p)

Lite eftertanke ger att ¢; &r sparet till matrisen. For att 16sa uppgiften dr det déarfér nog
om Vi pavisar att simildra matriser har samma karakteristiska polynom. Vi har foljande

identitet av matriser,
M — P 'AP =P Y\ - A)P.
Detta ger att det karakteristiska polynomet till P~1 AP ir
det(\ — P"'AP) = det(P~ ') det(\ — A) det(P)

= det(A — A).

Detta betyder att simildra matriser har samma karakteristiska polynom, och vi har visat

pastaendet.

b) Vi kan anta fran uppgift a) att A dr en diagonalmatris. Lat a, b och ¢ vara diagonalel-

menten i A. Vi vill berdkna
det(A) = abc.

Viharatt a + b+ ¢ = 0, att a® + b*> + ¢ = 14 och att a® + b> + ¢ = —18. Den forsta

ekvationen ger att c = —a — b, och att

A =a’>+2ab+ 0> ochatt & =—a®—3a%b— 3ab® — b°.

Kombinerar vi detta med den tredje ekvationen, har vi vidare att
—18 = a® + b* + ¢ = —3(a®b + ab?).

Determinanten abc = ab(—a — b) = —(a?b + ab?) #r dirmed —6.



