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Ovningslappskrivning 2: Losningsforslag
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Differential- och integralkalkyl 11, del 2, SF1603, Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel &r tillatna.
Max: 12 poang

1. (4 podng) Bestdm massan av en cylinder C' med radie 2 cm och héjd 10 cm, om
titheten i en punkt h cm fran botten och r cm fran cylinderaxeln dr h3(2 — r).

Losning: Massan M ges as
M:/pdasdydz,
C

dar p(z,y, z) ar cylinderns tathet. Med hjélp av cylindriska koordinater

T =TCcos, y = rsin g, z = h, dxdydz = rdrdpdh,

far vi
10 2w 2 10 2
M :/ / / h3(2 — r)rdrdedh = 27r</ h3dh> </ (2 — r)rdr)
0 0 0 0 0
4 200007
= 272500 - = :
" 3 3

2. (4 poing) Bestiam krokningen av kurvan r(t) = (¢2,¢3,1) i punkten r(2).
Losning: Krokningen ges av
r'(t) x v(t
PELUELG]
Da
r'(t) = (2t,3t%,0),  r"(t) = (2,6t,0),
finner vi

(S5 €y e3
() x(t) = |2t 3t2 0| = (12t> — 6t%)e3 = (0,0, 6t).
2 6t 0

Alltsa blir krokningen

(0,0, 6t2)] 6t2

t) = - .
() = [21.32,0)3 (422 + 9t4)3/2

Evaluering vid t = 2 ger
24 3

9) — _ .
w(2) = o072 80v/10




3. (4 poing) Bestdm de globala extremvirdena for funktionen f(z,y) = 2% + y? —
2x — 4y i omradet

Losning: Vi berdknar
fr=2x—2, f;:2y—4.

Det foljer att de stationdra punkterna ar 16sningar till
20 —2 =10,
2y —4 =0.

Alltsa finns en stationdr punkt i (z,y) = (1,2). Denna punkten ligger i D och
£(1,2) = —5.

Omradet D &r en ratvinklig triangel begrdnsad av de tre sidorna

S1 = {(z,2)|0 < x <3}, So = {(z,3)|0 <z < 3},
S3=A{(0,y)[0 <y < 3}.

Max och min pa S;. Lat hi(z) = f(z,2) = 22? — 6z, 0 < x < 3, vara restriktio-
nen av f till S;. Eftersom h)(z) = 42 — 6, finns det en stationdr punkt i x = 3/2.
Vi har

hy (0) =0, hl(g) = —g, hy(3) =0,
alltsa ges max och min vérdena for hy pa [0,3] av 0 och —%, dvs, max och min
vardena for f pa S1 ar 0 och —%.
Max och min pa S;. Lt ho(x) = f(2,3) = 22 — 22— 3, 0 < x < 3, vara
restriktionen av f till So. Eftersom h)(z) = 22 — 2, finns det en stationdr punkt i
x =1. Vi har

h2(0) = _37 h2(1) = _47 h2(3) = 07

alltsa ges max och min vérdena for hy pa [0,3] av 0 och —4, dvs, max och min
véardena for f pa So ar 0 och —4.

Max och min pa Ss. Lat h3(y) = f(0,y) = y? —4y, 0 < y < 3, vara restriktionen
av f till S3. Eftersom hf(y) = 2y — 4, finns det en stationér punkt i y = 2. Vi har

alltsa ges max och min vérdena for hs pa [0,3] av 0 och —4, dvs, max och min
vardena for f pa Ss ar 0 och —4.

Sammanfattning: Extremvardena for f antas antingen vid en stationar punkt i
det inre av D eller i en punkt pa randen av D. Det foljer att f’s maxvérde pa D
ar 0 (det antas pa randen) och f’s minvirde pa D &r —5 (det antas vid den inre
stationdra punkten).



Extrauppgifter

e Bestim max och min virdena for f(x,y) = x — y under bivillkoret 2 + 3y% = 2.

Lésning: Lat g(z,y) = 22 + 3y? — 2 sa att bivillkoret ér g(z,y) = 0. Eftersom
Vf=(1-1), Vg = (2z,6y),
kan Lagranges ekvation V f = AV g skrivas

1= A2z,
—1 = A\6y.

Genom att eliminera A ser vi att y = —%. Vi sitter in detta i ekvationen for

bivillkoret:
2 3
$2+3<—§) =2 dvs m—:t\/;.

Alltsa har f extremvérden i punkterna

(i) = (i)

Det foljer att max och min vérdena for f(z,y) under det givna bivillkoret ar
3 1 2 3 1 2
S ) =22 /2 =) = —24/ 5
f<\/; \/6> \/; f( \[2 \/6> 3

e Beriikna // f(x,y,2)dS dar f(z,y, z) = y och ytan Y har parameterframstéallningen
Y
r(u,v) = (u,v®,u +v), 0<u<l, 0<v<l.

Losning: Integralen ges av

/I f(ac,y,z)dsz/o1 /01 £ (e, 0))IE, x x| dvd.

vl x 1) =(1,0,1) x (0,3v% 1) = (—30?, —1,30v?),

Eftersom

far vi

I/ xrl| = /9t + 14 90t = /1804 + 1.
Det foljer att

1,1
// f(:c,y,z)dS:/ / v3/18v% + 1dvdu
Y 0o Jo
1
:/ v\ 1804 + 1dv
0

2 1
= (180" +1)3/2
CIVISTIC R

19321

~ 0.75758.
108



3 pV3x—22
e Beridkna integralen _—
g /2 /0 (22 + y2)1/2

Losning: Ett variabelbyte till polara koordinater,

dydz.

x =rcosb, y =rsind, dxdy = rdrd0,

ger

3 prV3z—22? 1 arctan 3cosf 1
/ / s ——dyde = / v / “rdrdo
2 Jo (22 +y?)1/? 0

arctan —
:/ ﬁ<3cost9— 2 )d@
0 cosf

= <351n9 - 21n|secx+tanx]>

arctan -

V2

0

sec (arctan ) ‘

. 1
= 3sin (arctan ) —21In

3\}5 2In ‘\[

=3 - 2111 +ln2

e Lat n > 1 vara ett heltal. Harled ett uttryck for n-te derivatan f,(Ln) (t) av funktionen

t —s n—1
fn(t) :/0 (t(n_)l)!sin(s)ds.

Losnlng Om n =1 har vi fi(t fo sin(s)ds sa fi{(t) = sint. Om n = 2 har vi
fa(t) fo (t — s)sin(s)ds sa

(1) = /0 sin(s)ds + (t — ) sin(t) = fu(t), (L) = sint.

Mer allméant galler

frn) = 5 [ YD sinGs)as

dt 0 n'

t — s n—1 An
—/0 (t(n_)l)!sin(s)ds_,_ (t |7f) sin(t) = fu(t), .

n.

Sa om vi antar att f,(Ln) (t) = sint, sa foljer att f nﬂ)(t) = sint. Induktion ger
darfor att fy(Ln) (t) =sint for alla n > 1.



