NI e Personnummer: ...

Lappskrivning 2: Losningsforslag

Mandag 25 april 2016 8:15-9:45
Differential- och integralkalkyl II, del 2, SF1603, Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel &r tillatna.
Max: 12 poang

Version A
1. (4 poing) Beriikna volymen av kroppen K C R? som begriinsas av de tre planen
y =0, z =10, z=3—x+y,

samt av den paraboliska cylindern y = 1 — 2.

Losning: Lat D C R? vara projektionen av K pa xy-planet. Da D begrinsas av
y=0ochy=1—2z?har vi

D={(z,y) eR*| -1<2<1,0<y<1—2%}

Kroppen K bestar av volymen 6ver D som begriansas uppat av planet z = 3—xz+y
och nedat av planet z = 0 (notera att 3 —x +y > 0 {or (z,y) € D). Vi finner

Volym(K) = / /D (38— x4y — 0)dady

1 pl—z?
= / / (3 — 2 +y)dydx
~1.Jo
1 27 1—2?

:/_1 {(3—33)34—%%]:_0 dz

Svar: Volym(K) = 5.



2. (4 poéng) Berdkna // f(z,y,2)dS dir f(z,y,2) = y*>v/r och ytan Y har param-
Y

eterframstéllningen

r(u,v) = (v2,u,u +v), 0<u<l, 0<v<l.

Losning: Integralen ges av

//Y f(ac,y,z)dsz/o1 /01 F(e(u,v))|r, x vl |dvdu.

v, xr, =(0,1,1) x (2v,0,1) = (1, 2v, —2v),

Eftersom

far vi

I, xrl| =/1+ (20)2 4 (—20)2 = V1 + 8v2.

Det foljer att

1,1
// f(z,y,2)dS = / / v/ 1 + 8v2dvdu
Y 0o Jo

_ </01u2du></olvmdv>

1 [(1 —|—8v2)3/2r
3 24 0
932 1 33 13

24 3 24 36

Lo =

Svar: [[, f(z,y,2)dS = 3.
3. (4 poéng) Bestam ett uttryck for ekvationen

0*u 0% o

gu L gL 4 g
8x2+8y2+ 0z4

i cylindriska koordinater.

Lo6sning: De cylindriska koordinaterna (r, ¢, z) uppfyller

X =T CoSp, y = rsiny, zZ=z.
Alltsa ar
dxr Oz .
o 0p ) _ <cos<p —rsin gp)
(gz{ %) sinp rcosy )’
vilket ger

or or oz 8z L .
Eon)-(5 k) = (g, )
4 L2 Y y —\_1g4 1 .
E 5 > o ~sing  :cosp

o _oro %i—cos 2—lsin 0
or Ox0r 0Oxdp Yor ¥ 908@

Det foljer att



och

o Ord Oy 0

)
By " yor " ayop  Sh¥g T CYh
Detta ger

0%u  0%*u a 1 . 0 o 1 . 0
@“‘ ain :<COSQO8T — ’r’Slnspasp> <COSQ08T — TSIHQO&O>U
0o 1 0 g 1 0
+(51ngpa fcosgoa ><s1ngo8 fcoscpa >

y 0 n 1 .0 1 ) 0?
=| cos® p—= + — cos wsin Yy— — = cos Y sin
14 or2 = r2 psmne dp T psme ordp

N 1 o 1 2 1 a 1 ?
— Sln -_ = — Sln COS sm COS Y Sln
. o peospo o 5 P oS p— 5 ] 92

+ ( sin2 0” 1 0 1 ) 0?
sin® p— — — sm cos - sm cos
Yorz ~ 25m¢ 806 v S067’890
1 5 0 1 , 2 1 o 1 2
—i—;cos SOE—F;COS@SIHSO&@ T—coscpsmgo8 cos goa 5
Forenkling ger
Pu 0%u (02 1o 1 02 )

a2 o\ Trar T e

Svar: Ekvationen ges i cylindriska koordinater av

d*u  10u 1 0%u ot

EAL T I AL )
8r2+7"87“+r2&p2+ 0z4

Version B

1. (4 poiing) Beriikna volymen av kroppen K C R3 som begriinsas av de tre planen

y =0, z =0, z=4—1x+y,

samt av den paraboliska cylindern y = 1 — 22

Losning: Lat D C R? vara projektionen av K pa xy-planet. Da D begrinsas av
y =0ochy=1—22har vi

D={(z,y) eR*| -1<2<1,0<y<1—2%)

Kroppen K bestar av volymen 6ver D som begriansas uppat av planet z = 4—x+y



och nedat av planet z = 0 (notera att 4 —x +y > 0 {or (z,y) € D). Vi finner

Volym (K // —x+y—0)dzdy

/ /1 i (4 — 2z +y)dydx
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Svar: Volym(K) = 5.

. (4 poéng) Beridkna / f(z,y,2)dS dar f(x,y,z) = y/z och ytan Y har parame-
Y

terframstallningen
r(u,v) = (v, u,u +v), 0<u<l1l, 0<wv<l.

Losning: Integralen ges av

J[ s s = [ [ sttt <o

v, xrl =(0,1,1) x (20,0,1) = (1, 2v, —2v),

Eftersom

far vi

I, xrl|=+/1+ (—20)2 = V1 + 802,
Det foljer att

//Y f(z,y,2)dS = /01 /01 w1 + 8v2dvdu

—</01udu></olv\/mdv)

_ 1[(1+8v2)3/T
2 24 0
19 138 13

2 24 2 24 24"



Svar: [[, f(x,y,2)dS = 33
. (4 poéng) Bestdm ett uttryck for ekvationen

u  O%u u
—+=5-5-——==0
oxr? = 0y 073

i cylindriska koordinater.

Loésning: De cylindriska koordinaterna (r, ¢, z) uppfyller

T = TCOoS , Yy = rsing, z=z.
Alltsa ar
oz Oz :
ar dp | _ <COS @ —Trsin g0>
(g@; gg}) sinp rcosyp )’
vilket ger
ar  Or dx Oz .
gx gy _(or a@ coscp 1Sln<p ) .
o 8—‘5 &= d—y —fsmap L Cos P
Det foljer att
0 or 0 n dp 0 0 1 } 0
— - — — —sin
oz ozor  ozdp Cor 1 Pop
och
o Or o L9 Op 0 o 1 0
_—=—— €08
oy " ayor Tayap ¥y T Yo,
Detta ger

0w 0%u o 1 . 0 o 1 0
W"‘ 87y2 :(COS@BT — rSlngOaso) <COSS08T — TSIHSD&())/UI
o 1 0 o 1 0
+<Slng06 *COS(,Da ><Sln(,08 COS@&@)
), 07 1 .0 1 . 0?
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+1 o 1 0? 1 0 1 0?2
— 1n _— — — ID 1n O 1n
Ts gpa Ts gocosgpaa —Ssmec sgaa -8 (’032

+<sin2<p82 ismapcosgoa 1sincpcosgo i
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Forenkling ger
Pu  0%u 2 10 1 92
a2 T o T <6r2+r6r+r2&p2)

Svar: Ekvationen ges i cylindriska koordinater av

du  10u 1 0%u Pu

a2 Trar T Pam =0



