Ovningstenta: Losningsforslag

Tisdag 7 juni 2016 08:00-13:00
Differential- och integralkalkyl II, del 2, SF1603, Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel ar tillatna.
Max: 40 poang

1. (4 poéng) Bestdm tangentplanet i punkten (1,1, —1) till ytan z = f(z,y) dar f(z,y) =
4 2
x* — 2y°.

Losning: Tangentplanet i punkten (a, b, f(a, b)) ges av

2= f(a,0) + fi(a,b)(x — a) + f;(a,0)(y — a),
dvs
2 = fla,b) + 4a%(z — a) — 4b(y — a),
Sétter vi in (a,b) = (1,1) far vi z = =1+ 4(z — 1) — 4(y — 1) eller forenklat z =
—1+4x —4y.
2. (4 poing) Ytorna x2 + 32 + 22 = 2 och 2% — 2% — 222 = 1 skiir varandra lings en
kurva i en omgivning av punkten (a,b,c) = ( %, 0, %) Bestdm tangentlinjen till
kurvan i punkten (a, b, c).

Loésning: Tangentplanet till ytan 22 4 y? + 22 = 2 i punkten (a, b, ¢) ér
(2a,2b,2¢) - (x —a,y — b,z —c) =0 dvs z=2V3—/5z.
Tangentplanet till ytan 2% — 2y? — 222 = 1 i punkten (a, b, c) ir

(2a,—4b,—4c) - (x —a,y — b,z —c¢) =0 dvs z:—\gng\égx.

Tangentlinjen till kurvan i punkten (a, b, ¢) &r skirningen av ovanstaende tangentplan.
Ekvationen

Q\f—\/gw——\gg—i—\f:r

har l6sningen x = \/g . Det foljer att den sokta tangentlinjen &ar

{(az,y,z) 6R3|x:\/§,z:;§}.

[Alternativt: Argumentera med hjalp av symmetri att den sékta tangentlinjen ar par-
allell med y-axeln. Eftersom linjen gar genom punkten (a,b,c) ger detta omedelbart
samma svar.]



3. (4 poiing) Finn de kritiska punkterna till funktionen f(x,y) = 2z — 2% + 2292, (z,y) €
R?, och bestém for varje kritisk punkt om det &r en sadelpunkt, lokal maxpunkt, eller
lokal minpunkt.

Lésning: De kritiska punkterna uppfyller Vf(z,y) = 0, dvs (2 — 322 + 242, 4ay) =
(0,0). Den andra ekvationen ger att antingen z eller y &r noll. Om z = 0 finns ingen

16sning. Om y = 0 ger forsta ekvationen att x = i\/g . Alltsa finns det tva kritiska
punkter i i(\/g ,0). Andraderivatorna av f ges av

1

i Z
e = —0x, 2y = 4, = 4x.

vy

For (z,y) = (\/g ,0) leder detta till den kvadratiska formen

a2 2.5
Q(h, k) = 6\/;h +4\/;1<;

som dr indefinit. For (z,y) = (—\/g ,0) leder detta till den kvadratiska formen

20, [200
Q(h,k)_G\/;h 4\/;k

som ocksa dr indefinit. Alltsa &r (enligt sida 102 i boken) bada de kritiska punkterna
sadelpunkter.

4. (4 podng) Ar det sant att 3zy% 4+ 1 > 0 da 22 + 2% < 1?

Lésning: Funktionen f(z,y) = 3xy? 4+ 1 dr kontinuerlig och omradet K = {(z,y) €
R? | 2% + 2y* < 1} #r kompakt. Sa f antar ett minsta viirde pa K. De inre kritiska
punkterna till f dr 16sningar till Vf = (3y2, 6zy) = (0,0). Alltsa ges de inre kritiska
punkterna av (x,0) for |z| < 1. Da f(z,0) = 1 ser vi att olikheten f > 0 &r uppfylld
for dessa punkter. A andra sidan, i en extrempunkt pa randen g(z,y) = 22+ 23> = 1
maste Vf och Vg vara parallela. Detta ger villkoret

3y* 6xy\ _ 2 2\, _
det <2x 4y ) =12(y* — %)y = 0.

For y = 0 har vi f(x,0) = 1 > 0, sa olikheten ar uppfylld. Antag att y?> = 22. D& &r
Yy y g Y

22 4 222 = 1 dvs 22 = 1/3, vilket ger f(:z:,y):3x3+1::n—|—1:i%+1 > 0. Det

foljer att pastaendet ar sant.

5. (4 podng) Berikna linjeintegralen
/ (2x +y — 1)dz + (2% + 2y)dy
oF

dir F ér ellipsskivan E = {(z,y) € R?|22? + y? < 4}.



Lésning: Kurvan OF har parametriseringen r(t) = (v/2cost,2sint), 0 < t < 2.
Eftersom r'(t) = (—+/2sint,2cost) finner vi

/(2x+y—1)da:+(x2+2y)dy
oF
2m
:/ [(2\/§C05t+281nt— 1)(—\/§Sint)+(2cos2t+4sint)2(:ost]dt
0
2m
:/ [—2\f2$in2t+\/isint+4cos3t+4sintcost]dt
0

21
— —2\/5/ sin? tdt = —2v/27.
0

6. (4 poiang) Berdkna integralen

//D (1+ (3:+ v)2)2 dudv

dir Dgesavu>0,v>0,0<3u+v < 1.

Losning: D idr en triangel i wv-planet med hérn i (0,0), (1/3,0) och (0,1). Lat
g(u,v) = 3u+ v och h(w) = m For 0 <w <1 saér
Gy = {(U,U) € D|g(ua U) < w},

en triangel med horn i (0,0), (w/3,0) och (0,w). Arean av G, ges av A(w) = w? /6.
Integration med hjalp av nivakurvor ger

| argamtear = [[ mowvpiuo= | " h(w) ()
! 1

S |
, 12

/ w, 1
— —  —(dw = ——-+-—+
o (I1+w?)?3 6(1 + w?)

7. (4 poiing) Berikna flédet av vektorfiltet F = (2,1, 2%) ut genom ytan Y definierad
av

Y: z=2a2%+% 0<2<1,
orienterad sa att normalen har positiv z-koordinat.

Losning: Eftersom Y dr en graf géller dS = Ndzdy dar N = (—z,,—2z/,1) =

x Yy



(—2x,—2y,1). Alltsa ges flodet av F ut genom Y av

// F.dS = // (z2,1,2%) - (—=2x, -2y, 1)dzdy
Y x2+y2<1
= // (—22%2 — 2y + 2%)dxdy
r24+92<1
= // (=222 (2 + y?) — 2y + (2% + y*)?)dady
x249y2<1
2
= / / (—2rt cos? ¢ — 2rsin ¢ + r)rdrdy
2
= / / (—2rt cos? ¢ — 2rsin ¢ + rt)rdedr
0 Jo
1
= / (=27r® 4 27r°)dr = 0.
0
Alternativ 16sning: Flodet av F ut genom Y ges av

J| as.

Eftersom ytan Y inte ar sluten sa vi kan inte anvédnda divergenssatsen direkt. Vi
sluter ytan genom att ligga pa ett lock ¥; = {(z,y,1) | 2% 4+ 3? < 1}. Divergenssatsen
applicerad pa ytan —Y + Y] ger att flodet ut genom ytan —Y 4 Y7 ar

// F-dS:// V - Fdzdydz,
T, K

dir K ar kroppen 22 + 9> < 2 < 1. DAV -F = z 4 2z = 32 finner vi

322
F.-dS = SZd:z:dydz =
*Y‘FYVL 2+y2<1

_ 3//:E2+y2<1(1—(:1: +y)2)dzdy

2m
/ / 1—r Yrdrde = 7.

Vi berdknar nu flodet ut genom locket Y;. Den utatriktade enhetsnormalen till Y; ar
N = (0,0,1). Saledes ges flodet ut genom Y; av

//YF'NdS://y(x’l’l)'(0’0’1)dS://YdS:7T-

Det foljer att flodet av F ut genom Y ar lika med noll:

// F-dS:// F-dS—//F-dSzw—sz.
-y -Y+Y, Y

1

dxdy
2=x2 +y2




8.

10.

(4 poéng) Berdkna integralen
I= /(436 + 2% cos(yz))dy + (2 — 2y + x cos(z2))dz
g

dér « ar randen till ett omrade D i planet z = 3 vars area ar 3, och v genomlops
moturs sett fran origo.

Lésning: Lat F = (0,42 + 22 cos(yz), 2 — 2y + w cos(x2)). En rikning ger att
V x F = (=2 — 2zcos(yz) + yz?sin(yz), — cos(xz) + w2z sin(zz), 4).

Orientera D s att positiva sidan r uppat med enhetsnormal N = (0,0, 1). Da gller att
0D = —~. Stokes’ sats ger nu

I:—/BDF-dr:—//D(VxF)-NdS

= —4// dS = —4Area(D) = —12.
D

(4 poing) Lat K C R? vara ett ppet begrinsat omrade med C'-rand K och
utatriktad enhetsnormal N. Lat u vara ett C'-vektor filt. Visa att

/AK(qu)dS:///K(VXu)dV

dar integrationen sker komponentvis.
Losning: Lat N = (ny,n9,n3) och u = (uy, u2,u3). Om vi later 9; beteckna deriva-
tion med avseende pa i:te variabeln, kan rotationen av u skrivas
Vxu= (82'&3 — 83U2, 83u1 — 81'&3, aﬂm — 82'&1).
Eftersom
N x u = (ugng — uang, uing — ugny, ugni — uinz),

sa ger divergenssatsen att

//aK(uanQ — ugng)dsS = //E)K(O,u?),_uz) NS — ///K(aw3 _ dup)dV.

Detta visar férsta komponenten av pastaendet. Ett analogt argument visar andra och
tredje komponenterna av pastaendet.

(4 podng) For varje konstant C' € R sa ar nivaytan f(z,y,z) = C till funktionen
f : R? = R ett plan som innhaller punkterna (C?,0,0), (0,2C3,0) och (0,0,3C?).
Hitta ett uttryck for f(z,y, 2).

Lésning: Funktionen f dr konstant pa det plan som innehéller punkterna (C2,0,0),
(0,2C3,0), (0,0,3C3). Vi har

(0,2C3,0) — (C3,0,0) = C3(—1,2,0)

och
(0,0,3C3) — (C3,0,0) = C3(—1,0,3).



Alltsa ar
f(xa Y, Z) = f(($,y7 Z) + O[(—]_, 27 0) + ﬁ(_la 07 3))
for alla «, 5 € R. Viljer vi @« = —y/2 och f = —z/3 finner vi

fx,y,2) = f(z+ Yy Z,o,0>.
2 3
A andra sidan vet vi att

f(C3,0,0)=C dvs f(z,0,0) = 23,

Detta ger

1/3
flay,2) = (x+ S+ ;) -

Extra utmaning: Hur stor del av volymen mellan ytorna z = 5 — 22 — y? och z =
322 + y? — 6 ligger under xy-planet?

Losning: Ytan z = 322 + y? — 6 skiir xy-planet i ellipsen
R y 2
(75) () =
Lat E vara ellipskivan innesluten av denna ellips:
2\ 2 v \?
o fonl (3 () =1

Ytan z = 5 — 22 — 42 skéir ay-planet i circeln med radie v/5 med centrum i origo. Lat D
vara disken innesluten av denna cirkel:

D ={(z,y) |2* + y* < 5}.
Lat K vara den del av kroppen mellan ytorna som ligger under zy-planet. Kroppen K
begrinsas for (x,y) € EN D nedat av ytan z = 322 + 32 — 6 och uppat av planet z = 0.

For (z,y) € E\ D sa begrinsas K nedat av ytan z = 322 + y% — 6 och uppat av ytan
z=05—1%—y? (eftersom 5 — 22 — y? < 0 for (z,y) € £\ D). Alltsa har vi

Volym(K) = // (0 — (32* + y* — 6))dady
END
+ // (5 — 2® — y?) — (32 + y* — 6))dxdy.
E\D
Da OF och 0D skér varandra i de fyra punkterna (4 =) %), (j:%, —%), finner vi

0D ={ )|l < Fo.lvl < Vo2
o{ (o] g5 <ol < VIl < VG- 322

4




och

B\D={ ()| lel < - V5= <l < Vo5 ).

Symmetri innebar att totala volymen av K ar fyra ganger volymen for den del av K som
har x > 0 och y > 0. Vi finner saledes

L Ba?
Volym(K) = 4 / / (0 — (32 + y* — 6))dydx
0 0

V2 pV6-322
+4 / (0— (32% + y — 6))dyda
0

1

V2

% V6—322
+4/ / (5 — 2% — %) — (32% + 9* — 6))dydx
0

V=22
1
— — 3+ 8371 + 10 arcsin () — 35arccot(3) ~ 32.487.
o (3)

Kommentar: Som véntat sa ir svaret nagot mindre #n volymen mellan ytan z = 322 +
y? — 6 och xy-planet vilken &r

V2 V/6-322
4/ / (0 — (3% + y* — 6))dydz = 631 ~ 32.648.
0 0



