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Examinator: Tilman Bauer

Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra poing.

Del A pa tentamen utgors av de tre forsta uppgifterna. Till antalet erhallna poéng fran del A ad-
deras dina bonuspoing. Poingsumman pa del A kan dock som hogst bli 12 pozdng. Bonuspoingen
beriknas automatiskt. Antal bonuspoéng framgar fran resultatsidan.

De tre foljande uppgifterna utgdr del B och de tre sista uppgifterna del C, som framst &r till
for de hogre betygen.

Betygsgrinserna vid tentamen kommer att ges av

Betyg ‘ABCDEFX
Total poédng 27 24 21 18 16 15
varav frandelC| 6 3 - - - -

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr val motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

Var god vind!
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DEL A

1. Planet H; ges av ekvationen 3z + 2y + 2z = 0, och H, ges av ekvationen z 4 2y — 2z = 0.
Linjen L &r skédrningen av f1; och Hs.

(a) Bestdm en bas for skidrningslinjen L. 2p)
(b) Avgor om linjen L &r med i delrummet V' = Span(u, ¥/, ), ddr 2p)
4 3 1
u= |0, v= (2|, och w=|-2
1 1 0

(a) For att bestimma L 16ser vi ekvationssystemet

{x+y z @{x—ky z

3z +2y+22z =0 —4y+82 =0
Hirav
x —2
y | =t 2
z 1
-2 . -2
Alltsa ar L = Span 2 . Ddrmed bildar vektorn f = 2 | enbas for L.
1 1

(b) Linjen L dr en del av delrummet V' = Span(«, ¢, /) om och endast om basvektorn i

ligger i V dvs om och endast om f ér en linjir kombination av vektorerna (@, 7, 7).
Ekvationen

xlﬁ—l— I217+ .T3U7 = f

ger ekvationssystemet

4y + 3x0 + 23 = —2 r1 + 29
219 — 223 =2 & < 2x9— 223 =2
T1 + Ta =1 4ri +3x3+1x3 = —2
r1+ X2 =1 r1+xy =1
& Ty — T3 =1 & <{r9—23 =1
—To+ 123 = —06 0 = —b5.

Eftersom systemet saknar 10sning ligger inte f i V. Dédrmed ir linjen L inte en del av
delrummet V.
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2. Klimatstatistiken visar att vintermedeltemperaturen i Stockholms lén foridndras enligt foljande

tabell (temperaturen dr avrundat till heltal grader)

Period 0 (1961-1970) —5°C

Period 1 (1971-1980) —2°C

Period 2 (1981-1990) —3°C

Period 3 (1991-2000) —1°C

Period 4 (2001-2010) —1°C

Bestidm en funktion pa formen T'(k) = Ak + B som stimmer bdst med dessa virden
i minstakvadratmening. Hér dr k£ nummer av perioden och T'(k) #r medeltemperaturen i
period k.

4 p)

Vi substituerar mitdata i ekvationen Ak + B = T'(k) och for foljande ekvationssystem

0A+B = -5
1A+B = -2
2A+B = -3
3A+B = -1
4A+B = -—1.

Detta kan skrivas pa matrisformen

01 -5
11 —2
1| 4] |5
31 —1
4 1 —1

Normalekvationen fas genom att vi multiplicerar bada leden, fran vinster, med systemma-
trisens transponat. Dvs vi far

0 1 -5
{01234};}{14}_{01234}:;
L1y | |(B N

41 ~1

Detta ger oss

30 10] [A4]  [-15
10 5| |B| [|—12|°
som har 16sningen A = 9/10, B = —21/5.
Dirmed blir T'(k) = stk — &
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3. Lat
3 —4 8
A=12 -3 8
0O 01
(a) Bestam alla egenvirden och egenvektorer till matrisen A. 2p)
3
(b) Beridkna AM'vdirv = | 2
1

(a) Egenvirdena far vi genom att 16sa den karakteristiska ekvationen:

(3—N\) —4 8
det(A — AI) =0 = 2 (=3— 1) 8|=0
0 0 (1-2X)

= 1-AMN-1)=0=1-NA\-1A+1)=0.

Alltsa har matrisen A tva egenvirden, \; = 1 (dubbelrot till ekvationen) och \y =

—1.
De egenvektorer som hor till egenvirdet \; = 1 far vi genom att 16sa (A — X\, )it = 0
dvs.

2 -4 8 T 0

2 —4 8 yl=10

0 00 z 0

Detta gor systemet

2v —4y+82 =0 r—2y+4z =0

2v —4y+82 =040 =0.
Hirav
x 2 —4
y | =s| 1]+t 0
z 0 1
2
Egenvektorerna som hor till egenviardet Ay = 1 &r alla vektorer av typ s | 1 | +
0
—4
t 0 | dédrs # Oellert # 0.
1
Pa samma sitt far vi de egenvektorer som hor till Ay = —1:
4 —4 8 x 0
(A-Xlu=0< | 2 -2 8 y| =10

0 0 2 z 0
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Detta gor systemet
dr —4y+8z =0 r—y+2z =0

20 —2y+82 =040 =0.
2z =0 z =0
Hérav
x 1
y|=t]1
z 0
1
Egenvektorerna som hor till egenvirdet A\ = —1 ir alla vektorer av typ ¢ | 1 | dér
t#0.
(b) Forst diagonaliserar vi matrisen A:
2 —4 1 10 0
A=PDP'dirP=|1 0 1| ochD=|01 0
0 10 00 -1

Hirav A'' = PD'" P~! men eftersom

M0 0 10 0
DU = 0 14 Ool=l01 0|=D
0 0 (-D" 00 —1

har vi A" = pplip—1 PDP L= A

“4 8]
Dirmed Ao = A7 = —3 8 ]
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DEL B
1
4. L&t U vara 16sningsmingden, i R3, av ekvationen 2z +y = 0. Lat 7 = | 0
115
(a) Bestdm en ortonormalbas [ till U 2p)
(b) Utvidga basen 73 till en ortonormalbas for R3. (1p)
(c) Bestdm vektorn proj, (7). (1p)

(a) En parametrisering av planet ges av (z,y, z) = (1, —2,0)¢t+(0, 0, 1)s. Dvs vektorerna
v; = (0,0,1), v2 = (1,—2,0) dr en bas for U. Vi observerar direkt att v, - vy = 0,
dvs dessa dr ortogonala. Det ricker nu att dela varje vektor med sin lingd for att
ortonormalisera detta. Svar:

1
uy = —(1,-2,0),  uy = (0,0,1).
1 \/g( ) 2 ( )

(b) For utvidgning till R® behdver vi hitta ytterligare en vektor som &r ortogonal till
u1, Uz, dvs ortogonal mot planet. Detta ges av normalen till planet, dvs v3 = (2, 1,0),
som kan da delas med sin langd for att fa lingd ett. Svar:

Ulzi(l —2,0) us = (0,0,1) U3:L(210)
(c) Projektionen ges av
Projy v = (u1 - v)uy + (uz - v)us,
dir
ul-v:i(l —2,0) - (1,0 115):L ug - v =1(0,0,1)-(1,0,115) = 115
Vi far da
Proj,v = Lul + 115uy = L i(1, —2,0) 4+ 115(0,0,1) = (1, _—2, 115)
V5 V5 V5 55

5. Finns det nagot virde pa a for vilket de tre planen
ax+y—z=1, y+2z2=7 x+2=2,

har en rit linje gemensam? Bestdm i sa fall for alla sadana a denna linjes ekvation pa
parameterform. 4p)

Planens gemensamma punkter far vi genom att 16sa ekvationssystemet
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ar+y—z =1

y+2z =7
x+z =2
Lat A vara systemets koefficientmatris. Da &r
a 1 -1
det(tA)=]0 1 2|=a+3.
1 0 1

Om det(A) # 0 har systemet exakt en 16sning och ddrmed har planen en gemensam punkt.
Dirfor undersoker vi fallet

det(A) =0< a=-3.

For a = —3 har vi foljande ekvationssystem
—Br+y—z =1 T+ z =2
y+ 2z =7 (ekvl och ekv3 byter plats) < < y + 2z =7
r+z =2 —Br+y—z =1

r+z =2 rT+z =2
B*ekvl +ekv3) & Cy+22 =T y+22 =7

y+2z2 =7 0 =0.
Héirav z =t,y =7 —2t,x = 2 — t eller
T 2 —1
y | =17|+t]| -2
z 0 1
Alltsa, om a = —3, har de tre planen en gemensam linje vars ekvation pa parameterform
x 2 —1
ar |y | =| 7| +t| -2
z 0 1

6. Avbildningen R: R®> — R3 ir en rotation med foljande egenskaper: rotationsaxeln [ ér
linjen 1 = xy = x3; positiva x;-axeln avbildas till positiva x,-axeln; positiva x,-axeln
avbildas till positiva z3-axeln; positiva x3-axeln avbildas till positiva x;-axeln.

(a) Bestdm matrisrepresentationen av avbildningen R i standardbas. 1p)
(b) Bestim alla egenvirdena och egenvektorer av avbildningen. 1p)
(c) I planet som dr vinkelritt mot linjen [ verkar avbildningen R som en rotation. Bestim

rotationsvinkeln. 2p)
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(a) Lat R beteckna avbildningen och A avbildningens matris. Da giller

R(1,0,0) = (0,1,0), R(0,1,0) = (0,0,1) R(0,0,1) = (1,0,0).
Avbildningens matris dr da

00 1
A=1[10 0
010
(b) Ekvationen
-2 0 1
det(A—X)=0<det| 1 -\ 0 |=0-X+1=0
0 1 =\

har en reell rot A = 1. Alltsa har avbildningen ett egenvérde A = 1.
For att fa tillhorande egenvektorer 16ser vi ekvationen

-1 0 1 T 0
(A-AN)X=0& |1 -1 0 y| = |0
0 1 -1 z 0

1
som ger egenvektorer =t|1], t#0
1

INEINSE

(c) Betrakta en vektor i planet ortogonal mot linjen /. En sadan vektor ges av ex.vis
v = (1,—1,0) som dr vinkelrdt mot normalen tip planet some ges av (1,1, 1). Det
ricker att bestimma vad R avbildar denna vektor till: R(1,—1,0) = (0,1, —1) =:

u. For att bestimma vinkeln mellan dessa vektorer v, u sa giller det att bestimma
|ul|v] cos @ = u - v, som ger V2v/2 cos = —1, alltsé cos § = —1/2 och § = 27/3.

Var god vind!
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DEL C
7. (a) Bestim en 2 x 2-matris A vars nollrum och kolonnrum dverensstimmer. 2p)
(b) Visa att det inte finns nagon 3 x 3-matris med ovanstaende egenskap. 2p)

(a) Anta att A dr en matris vars nollrum och kolonnrum dverensstimmer. Lat Null(A) och
Col(A) beteckna matrisens nollrum resp. kolonnrum. Enligt antagandet dr Null(A)
= Col(A) och diarmed dim(Null(A))=dim(Col(A)). Enligt dimensionssatsen for en
2 x 2 matris géller dim(Null(A))+dim(Col(A))=2. Darfor ar dim(Null(A))=1 och
dim(Col(A))=1.

Eftersom dim(Col(A))=1 har matrisen minst en kolonn skild fran nollvektorn. Anta

att [ “ } + { 8 } ar matrisens forsta kolonn. Da har matrisen f6ljande form

b

A:[Cg ’Zﬂ,keR.

a

Alltsa vektorn dr v = [ b

} =+ [ 8 } en bas i Col(A). Vi ska bestimma £ sa att

nollrum och kolonnrum Overensstimmer. Eftersom Null(A) = Col(A) ligger [ Z } i

Null(A). Diarfor giller Av = 0 eller
a ka al| |0 o a?+kab | [0
b kb b| |0 ab+kb*> | | 0 |°

ala+kb) =0
bla+kb) =0’

Harav

som ger k = =* om b # 0. For detta £ blir

| a —a . a 0
A—{b _baydarb;é(),och{b];&[o}
Nagra exempel pa A:

l.a=0,b=1ger A= 8 } , ddr Null(A) = Col(A) =Span( [
(

1
—_— = = O

|

0
1 )
2.a=1,b=1ger A= { :1 ], dér Null(A) = Col(A) =Span [ } ).
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Anmirkning. Vi kan anta att andra kollonen é&r skild fran nollvektorn och upprepa
resonemang. Da far vi

A:[_é) Z} ddr a # 0, och [(Z} + {8}
Exempelvis:
a=1,b=0ger A= {O L
’ 0 0

(b) Notera att dim(Null(A)) och dim(Col(A)) dr icke negativa heltal. Enligt dimensions-

satsen for en 3 X 3 matris giller

dim(Null(A))+dim(Col(A))=3. (*)

Om vi antar att Null(A) = Col(A) da dr

dim(Null(A)) = dim(Col(A)) (*¥*)

Fran (*) och (**) far vi att dim(Null(A)) =1.5 och dim(Col(A))= 1.5 som &r omojligt.

Detta visar att det inte finns ndgon 3 x 3-matris vars nollrum och kolonnrum 6verensstimmer.

} , ddr Null(A) = Col(A) =Span( l (1] } ).

8. Bestdm vilka samband mellan talen a, b, ¢ som krévs for att matrisen

a 1 2
0 b —1
0 0 ¢
blir diagonaliserbar. 4 p)

Borja med matrisens egenvirden som vi far ur ekvationen det(A — A\/) = 0 dvs

a— A 1 2
det 0 b—XA -1 =(a—=AN)b=XN)(c=X)=0
0 0 c— A

som ger \; = a, Ao = b, A3 = c. Fragan ér for vilka vérden for a, b, ¢ vi kan fa en bas av
egenvektorer.

Lat A vara en kvadratisk matris av typ n X n. Matrisen A ir diagonaliserbar om och
endast om matrisen har en uppsittning av n st linjiart oberoende egenvektorer.
Lét F/y, beteckna det egenrum som hor till egenviérdet ;. Eftersom egenvektorer som hor
till olika egenvirde dr oberoende kan vi formulera ovanstaende sats pa ekvivalent sitt:
Matrisen A ér diagonaliserbar om och endast om ), dim(E},) = n.
Den geometriska multipliciteten for A\, ar dim(£), ), dir £, = Null(A — A\;I). For ett
egenvirde )\, giller alltid ( den geometriska multipliciteten for Ay ) < (den algebraiska
multipliciteten for Ay ).
Matrisen dr diagonaliserbar om och endast om foljande giller:
1. Alla rétter till ekvationen det(A — AI) = 0 dr reella och
2. Den geometriska multipliciteten dr lika med den algebraiska multipliciteten for varje
egenvarde \g.
Matrisen ir inte diagonaliserbar om for minst ett egenvirde A\, giller ( den geometriska
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multipliciteten for \; ) < (den algebraiska multipliciteten for \;), eftersom i detta fall kan
vi inte finna n stycken lin. oberoende egenvektorer.

Anmirkning: Om \ dr en enkel rot till det(A — AI) = 0 sa &r villkoret (den geometris-
ka multipliciteten) = (den algebraiska multipliciteten) automatiskt uppfylld. Darfor ricker
det att undersoka de egenvirden som har algebraisk multiplicitet >1.

Fall 1: a, b, c dr distinkta:

Enligt en sats i boken om egenvérdena a, b, ¢ dr distinkta sa har vi linjéart oberoende egen-
vektorer som d& blir en bas for R? och dérfor ir matrisen diagonaliserbar d& a, b, ¢ ir skilda
tal.

Fall2: a =0 # ¢
Om a = b och a # ¢ sa dr \; = c en enkel rot och Ay = a en dubbel rot till ekvationen
det(A — A1) = 0. Alltsé dr A\ = a ett egenvdrde med den algebraiska multipliciteten =2.
Den geometriska multipliciteten for A = a dr dimesionen av tillhérande egenrummet £
dir F\ = Null(A — \I).
For A = a har vi
a—a 1 2 0 1 2
A— )N = 0 b—a -1 |=1(00 -1
0 0 c—a 00 c—a

Vi ser att kolonnrummet har dimensionen 2, dvs rang(A — AI) = 2. Notera att enligt di-
mensionssatsen géller rang(A — A/) +dim(Null(A — AI)) = 3. Dirfor dr den geometriska
multipliciteten = dim(Null(A — A\/)) = 3 — 2 = 1. Eftersom (1=den geometriska multi-
pliciteten) # (den algebraiska multipliciteten =2) &r matrisen inte diagonaliserbar i detta
fall.

Fall3:a=c#0b
Om \ = a = ¢ # bsa dr \ = a ett egenvirde med den algebraiska multipliciteten =2. Vi
har

a—a 1 2 0 1 2 01 2
A-X=| 0 b-a -1|=]0b—a 1|~ |01 =
0 0 c—a 0 0 0 00 0

0 1 2

~10 0 (-2

00 0

som ger oss tvé fall: =~ = 2, eller ;= # 2.

) Om ;= = 2,dvs b = a—3, sd éirrang(A—\I) = 1 och déirmed ér den geometriska mul-
tipliciteten = dim(Null(A — A\I)) = 3 — 1 = 2= den algebraiska multipliciteten.Ddrmed dr
dim(E,)+dim(F,)=3. Alltsa kan vi bilda en bas med totalt tre egenvektorer: tva fran egen-
rummet £, och en basvektor fran egenrummet £j,. Diarmed &dr matrisen diagonaliserbar i
det hér fallet.
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ii) Om ﬁ # 2, sa dr rang(A — AI) = 2 och ddrmed dr den geometriska multipliciteten
=dim(Null(A — \])) = 3 — 2 = 1. Eftersom (1=den geometriska multipliciteten) # (den
algebraiska multipliciteten =2) dr matrisen inte diagonaliserbar 1 detta fall.

Fall4:b=c#a
Om )\ = b = c # bsaidr A = b ett egenviarde med den algebraiska multipliciteten =2. Vi
har

a—b 1 2 a—b 1 2
A=XM=| 0 b=b -1 |={b=ct=| 0 0 -1
0 0 ¢—b 0 0 0

Vi ser att rang(A — AI') = 2. Dirfor dr den geometriska multipliciteten = dim(Null(A —
Al)) = 3 — 2 = 1. Eftersom (1=den geometriska multipliciteten) # (den algebraiska
multipliciteten =2) dr matrisen inte diagonaliserbar i detta fall.

Fall5:a=b=c
Om A\ = a = b= csaidr \ = a ett egenvirde med den algebraiska multipliciteten =3. Vi
har

a—a 1 2 01 2
A=X=| 0 b—a -1 |={a=b=c}=1]0 0 -1
0 0 c—a 00 O

Vi ser att rang(A — \I) = 2. Dérfor dr den geometriska multipliciteten = dim(Null(A —
Al)) = 3 — 2 = 1. Eftersom (1=den geometriska multipliciteten) # (den algebraiska
multipliciteten =3) dr matrisen inte diagonaliserbar 1 detta fall.

Sammanfattningsvis har vi foljande fall som kan ge diagonalisering:

1. a, b, c skilda tal.
2.a=c#bsamt == =2 (dvs b=a— 3).

. Lat V vara ett n-dimensionellt vektorrum och L: V — V en linjir avbildning som upp-

fyller att L(L(v)) = L(v) forallav € V.
(a) Visa att den enda vektor som ligger i bade Range(L) och Null(L) ér nollvektorn.

2p)
(b) Visa att det finns en bas B till V' sadant att matrisrepresentationen av L m.a.p. basen
B dr en diagonalmatris dér alla diagonalelement &r antingen O eller 1. 2p)

(a) Lat u vara en vektor som ligger i bade Range(L) och Null(L). Da giller

L(u) = Oy. (1)
Dessutom finns det en vektor v i V' sadan att
L(v) = u. (2)

Vi tillampar L pa bada sidor i (2) och far
L(L()) = L(u). 3)
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Vi anvinder antagandet L(L(v)) = L(v) och ovanstaende relationer 1, 2 och 3 och
far
Oy = L(u) = L(L(v)) = L(v) = u.
Alltsa dr v = 0y V.S.V.
(b) Anta att dim(V') = n. Lat {ay,...,a,} vara en bas i Range(L) och {by,...,b,} en
bas i Null(L). Enligt dimensionssatsen giller p+¢ = n.Lat B = {a1,...,ap,, b1, ..., b0, }.
Vi ska visa att vektorerna i 3 ér linjdrt oberoende. Anta att

t1a1—|—...+tpap+slbl~|—...—i—sqbq:()v

eller
tiag + ...+ tpa, = —(s1b1 + ...+ S4by).

Beteckna w = tya1+. .. +tpa, = —(s1b1 +...+5,b,). Daligger w i Range(L) (som
en linjdr kombination av vektorerna ay, ) och i Null(L) (som en linjdr kombination av
vektorerna b; ). Enligt uppgiftens a-del dr w = Oy. Frdn t;a1 + . .. +t,a, = Oy fér vi
t1 =0,...,t, = 0, eftersom basvektorerna a4, . .., a, dr linjiroberoende. P4 samma
sitt, frdn s1by + ... + sgby = Oy, farvi sy = 0,...,s, = 0. Dirfor dr vektorerna
i B linjdrt oberoende. Eftersom dim(V) = n och B bestar av n st. linjdrt oberoende
vektorer, ir BB en bas for vektorrummet V.
Om u ér en vektor i Range(L), dvs om u = L(v) for en vektor v € V, giller L(u) =
L(L(v)) = L(v) = u. Basvektorerna a4, . . ., a, ligger i Range(L)). Darfor

L(ak) = Qf
Motsvarande kolonn (nr k) i avbildningens matris har 1 pa plats nummer k och alla
andra element 0.
Basvektorerna by, . . ., b, ligger i Null(L). Darfor

L(bj) = Ov.

Motsvarande kolonn i avbildningens matris har alla element = 0.
Dirmed dr matrisrepresentationen av L m.a.p. basen B en diagonalmatris dar alla
diagonalelement 4r antingen 1 eller 0.



