SF1625 Envariabelanalys
Losningsforslag till tentamen 2016-06-10

1. Derivera nedanstaende funktioner med avseende pa = och ange for vilka x derivatan exi-
sterar. Endast svar krévs.

1
A. f(x) = arctan —
x

B. g(x) = 2*
C. h(z) = ze ™
N3
D.k(z) = —
(@) Inz
Losning. A. f'(x) = ! L R Existerar for alla z # 0
& o _1+xi2 2] a4l '

B. ¢'(z) = 27 - In 2. Existerar for alla x
C. W(z) = (1 — 222)e~*". Existerar for alla x
i

Inz

ENCRERNE Inz —2
D. K (z) = 25 Y2
(z) (Inx)? 2y/x(In z)?

Svar: Se l6sningen.

. Existerar for alla x > 0 sddana att x # 1 g
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. Berikna nedanstaende integraler och forenkla svaren sa langt som mojligt.

A. / tan x dx (anvind substitutionen © = cos x)

B. / z?cosxdr  (anvind upprepad partiell integration)

Lésning. A. Vi anvinder substitutionen u = cos x med du = — sin x dx och far
sin x 1

/tanxda::/ a:dx:—/—du:—ln|u|+C’:—ln|cosa:\—i—C
cos T u

dér C' dr en godtycklig konstant.

B. Med upprepad partiell integration far vi

/xQCosxdx:x2sinx—/2xsinx

= 2%sinz + 2z cosx — /QCosx

= z?sinz + 2z cosx — 2sinz + C.

Svar: A. —In|coszx| + C
B. z%sinx + 2z cosx — 2sinz + C
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3. Avgor om funktionen f(x) = |2z — 1| + arcsin x antar nagot storsta respektive minsta
virde och bestidm i sa fall dessa. Svaret ska forenklas sa langt som mojligt.

Losning. Definitionsmédngden till f dr de  som uppfyller —1 < x < 1. Vi observerar att
f ar kontinuerlig pa hela det slutna och begréinsade intervallet, sa ett storsta och ett minsta
virde maste existera. Dessa kan antas i kritiska punkter, singuldra punkter och d&ndpunkter
till intervallet. Vi noterar att

f(x) 2r — 1 + arcsin z, oml1/2<z<1
X g

1 — 2z + arcsinz om—1<z<1/2
Vi deriverar och far

) — {2+¢1+712, om1/2 <z <1
—2+ﬁ om—1<x<1/2
Derivata saknas i punkten x = 1/2, som alltsa 4r en singuldr punkt. Vi ser att f’'(z) > 0
pa intervallet 1/2 < = < 1 sd f saknar kritiska punkter i detta intervall. Pa intervallet
—1 <2< 1/2ir f'(x) = 0omm 2 = —/3/2, vilket alltsa #r den enda kritiska punkten.
Det foljer av ovanstaende att f sidkert har ett storsta och ett minsta viarde och att dessa

maste antas i ndgon av punkterna —1, —/3/2, 1/2 och 1. Vi jimfor funktionsvirdena i
dessa punkter:

FED=3-2 f-VB2)=VB+1-Z, fO/2) =%, f1)=1+2
Vi far att f:s storsta virde dr 1 4+ 7/2 och f:s minsta virde dr 7 /6 O

Svar: Det storsta virdet dr 1 + 7/2 och det minsta virdet dr /6
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4. Antag att funktionen f #r tre ganger deriverbar pa hela reella axeln. Antag vidare att
f(1)=2, f'(1) = =3 och | f"(x)| <5 for alla z.
A. Bestdm ett narmevirde till f(1.1) med hjélp av linjdr approximation

(Taylorpolynom av grad 1).
B. Bestdm sa noggrant som mojligt en gréns for felet i ditt nArmeviérde.

Losning. Med hjilp av Taylors formel (linjar approximation) fas att

flr)~2—=3(x—1), forxniral.
f"(¢)

Felet i approximationen ges som T(m — 1)% for nagot ¢ mellan 1 och .

Med x = 1.1 ger detta att

fAl)=~2-3(1.1-1)=1.r7.
Det sokta ndrmevirdet ar alltsa 1.7.

5
Felet i approximationen ir till beloppet hogst 50.12 = 0.025. U
Svar: A.1.7.B.0.025
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5. Berikna integralen

V3
/ arctan z dz.
0

(For full podng krdvs att integralen berdknas exakt, men delpodng kan ges for en approx-
imativ berdkning. Svaret ska forenklas sd langt som mojligt.

Losning. Vi beridknar integralen exakt med hjélp av partiell integration i forsta steget:

V3 V3
/ arctan x dx = [z arctan x]g/g — / T dx
0 0

1+ 22
_ A
3

V3

= — —In2.
3

—[(1/2) In(1 + 2?)]y3

(Den som vill berdkna integralen approximativt kan gora pa flera sitt, t ex Taylorut-
veckla integranden eller anvinda Riemannsumma eller trapetsregeln)
g

Svar:
@ —In2
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6. Betrakta kurvan som ges av ekvationen 222 + 4xy + 3y* + 2y = 10.
A. Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan i punkten (xg, y9) = (—1,2).
B. Bestim med hjilp av tangenten ett ndirmevérde for y-koordinaten till en punkt pa
kurvan vars z-koordinat dr —0.8.
C. Kan det finnas mer dn en punkt pa kurvan som har z-koordinat —(.8?

Lisning. A. Punkten (—1,2) uppfyller ekvationen si den ligger pa kurvan. Vi antar att
y = y(x) och deriverar implicit. Vi far

dz + dy(x) + dzy'(x) + 6y(z)y'(2) + 2y (z) = 0
vilket om x = —1 och y = 2 ger oss

48— 4y (—1) + 12¢/(~1) + 2/ (—1) = 0.
Hir kan vi 16sa ut y/(—1). Vi far

4410y (=1) =0

eller med andra ord y'(—1) = —2/5. Med hjilp av enpunktsformeln for linjens ekvation
far vi till sist tangentens ekvation som

2
B. Vi appoximerar kurvan med tangenten och far

2 0.4

C. Visitterin z = —0.8 1 ekvationen och anvénder 16sningsformeln for andragradsekva-
tionen och far

2.0.64—32y+3y°+2y=10 <=y =02+ 876
vilket betyder att det finns tva punkter pa kurvan med z-koordinat —0.8. (Kurvan ir en
ellips) U

Svar: A.y —2=—2(z+1).B1.92.C.Ja
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7. Betrakta funktionen f som ges av

A. Ar f udda? Ar f jimn?

B. I vilka punkter dr f kontinuerlig?

C. I vilka punkter &r f deriverbar?

D. Ar f integrerbar pi intervallet —7 < x < 7 ?
Losning. A. Eftersom f(0) # 0, sa kan f inte vara udda . Vi ser att for = # 0 géller att
f(—=z) =sin(—z)/(—x) =sinz/x = f(z) sa f &r alltsa jamn.

B. For alla x # 0, sa dr f given av ett elementirt uttryck och alltsa dr f kontinuerlig i
alla x # 0. Eftersom

sinx

=1

alcll}%) flz) = ilm

m 7(0)
sa dr f kontinuerlig i x = 0 ocksa. Dvs f dr kontinuerlig dverallt.

C. For z # 0 har vi med kvotregeln att

T CosST —sinx

i) = 2
sa f dr deriverbar for alla z # (. Punkten 0 maste undersokas separat med derivatans
definition:

sin h 2 4
-1 h?/3! + O(h?)
/ 1 h . 7
F10) = fimy = — = i ==
Vi ser att f #r deriverbar i origo ocksa och f/(0) = 0. Dvs f ir deriverbar dverallt.

D. Eftersom f ir kontinuerlig pa hela det slutna och begrinsade intervallet [—7, 7] s&

foljer att f dr integrerbar pa detta intervall

=0.

g

Svar: Se losningen
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8. Bestim det minsta tal M sadant att | f”(x)| < M for allaz € R, om f(x) = arctan .

1 -2
Lisning. Med f(z) = arctanz fas f'(z) = T2 och f"(z) = *
T

m som existerar
T
for alla reella .

Vi ska alltsa hitta det storsta virdet av absolutbeloppet av funktionen g given av g(z) =

-2
et for z € R.. Vi deriverar och far
(14 22)2

by (I a?)? — (14 2%)4a?
g (93') = —2 (1 _|_$2)4 )

som existerar for alla rella z. Vi ser att ¢’ (z) = 0 <= = = £1//3. Teckenstudium av ¢’
ger:

Om x < —1/+/3 sa ir ¢/(x) positivt. Slutsats: g &r stringt vixande hir.

Om —1/v/3 < 2 < 1/v/3 sd ir ¢'(z) negativt. Slutsats: g ir striingt avtagande hir.

Om x > 1/+/3 sd ir ¢/ (z) positivt. Slutsats: g ir stringt vixande hir.

Eftersom lim, ,+, g(z) = 0 isa foljer att g antar sitt storsta virde i —1/+/3, dir

g(—=1/3/3) = 24/3/(4/3)? = 3+/3/8, och sitt minsta virde i 1//3, dir g(1/v/3) =
—3V/3/8.
Alltsd dr M = 3+/3/8 det minsta tal sidant att | f”(z)| < M forallaz € R

Svar: 3\/§/8
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9. Kurvorna y = z%% and y = /2 begrinsar ett omrade i forsta kvadranten. Berikna
langden av omradets begransningskurva.

Losning. Omradets begrinsningskurva bestar av tva delar som skir varandra nir z2/% =

2%/2 dvs niir z = 0 och niir = 1. Eftersom f(x) = 2% och g(z) = x*/? #r varandras
inverser (man kontrollerar ldtt att f(g(x)) = g(f(x)) = x) dr de bada kurvorna lika langa.
Det ricker alltsa att rdkna ut den ena, tex y = 23/2dd 0 < z < 1. Den har langden:

L—Kf%f:@@ﬁwx—éuﬂ+gmm—

Lingden av omradets begriansningskurva dr nu 21, dvs

u+§mw21_1§ﬂ—8
27/8 27

1 3/2
W13 =8
27

. 0133/2_8
Svar: 2—27




