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Allakando

Tal

Rdknelagar

| uttryck med flera rdknesatt beréknas uttrycket i foljande
ordning:

1. Parenteser

2. Potenser

3. Multiplikation och division
4. Addition och subtraktion

Exempel: 5+ 3:2(6 — 2)

1. =5+3-2(4)
2. =5+3-8=5+24
3. =5+24=29

Negativa tal
Tva lika tecken ger plus och tva olika tecken ger minus

+ + ger + -~ ger+
+ -ger- - + ger-
Ett brak bestar av: _Taljare

- = kvot
Niamnare

Forlangning
Vid forlangning multipliceras némnare och téljare med
samma tal.

3 3-5 15
Exempel: -= —
2 2-5 10

3 _ 15
5 ar alltsd precis samma sak som T

Jaicion & subteakes

1. Samma namnare
2. Laggihop téljarna

4 5
Exempel: Vad &r % + p ?

Svar: For att f3 gemensamma namnare far vi forldnga
4/3 med 2, och 5/2 med 3.

4 S_4-2+S-3_8+15_8+15_23
“3.2"2376 6 6 6

3 2
Multipliceras ndmnare med ndmnare och tdljare med
tdljare.

8 § 85 40

3 7 37 21

Divisi

Multiplicerar taljaren med
ndmnarens inverterade vdrde.

Inverterade vdrdet
innebar att namnaren
och téljaren har bytt

47 4.7 28 pigts.
35 3. 15 2.l =
7_>3 9-9

|

Algebra & Ekvationer

Algebra & Ekvationer
Parenteser

En parentes
Nar man multiplicerar en term med en parentes maste
man multiplicera bada talen i parentesen.

Exempel: Férenkla uttrycket 4x(2x + 9).
N 5
4x(2x 4+ 9) = 4x - 2x + 4x -9 = 8x“ + 36x

Tvd parenteser
N&r man multiplicerar tva parenteser med varandra
multiplicerar man “allo med alla”.

(a+ b)(c+d)=ac+ad+ bc+ bd

Kvadreringsreglerna
(a+b)? = a* + 2ab + b?

(a-b)’ = a?-2ab + b

Konjugatregeln

(a+ b)(a-b) =a*-b*

Det ar viktigt att dven kunna dessa regler fran hoger till
vinster, alltsa bakldnges, da det ar ett bra redskap nar
man faktoriserar.

Eaktorisera

Att faktorisera betyder att man skapar faktorer, alltsa
skapar gdngertecken. Det vanligaste tillvagagangssattet
ir att man bryter ut en faktor, men ibland kan man
anvinda konjugat- eller kvadreringsregeln baklanges.

Exempel: Faktorisera uttrycket 24x - 6%’
24x — 6x* =

4-£x/—6x~x=

6x(4 — x)

Bryta ut/faktorisera & motsatsen till att multiplicera in i
en parentes. Darfor kan vi kontrollrdkna vart svar genom
att multiplicera in i parentesen igen.

Faktorisera med konjugat- och kvadreringsregeln
Nar man ska faktorisera ett uttryck och det inte finns
ndgon gemensam foktor kan man testa att anvanda
antingen konjugatregeln eller kvadreringsregeln
baklanges.

Exempel: Faktorisera uttrycket 81 - X
D4 vi har tva kvadrater med ett minustecken emellan kan
vi anvinda konjugatregeln for att faktorisera:
81-X=F-xX=(9+x)(9-x)

o’ -b’=(a+b)a-b)

2-4x+4
Exempel: Faktorisera och forenkla uttrycket fuT
Uttrycket x° - 4x + 4 har ingen gemensam faktor, sa vi har
inget vi kan bryta ut. Vi kan daremot faktorisera med

kvadreringsregeln.
X-ax+d4=xX-2x2+2=(x-2)
a’-2ab + b’ =(o-b)

x2-4x+4 x—2)?
Svar; — = L
2x~4 2(x-2)

_x=2
2
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Allakando

Forstagradsekvationer

Om du ska lésa en ekvation maste du fa x-variabeln
ensam pa ena sidan av likhetstecknet. For att géra detta
kan du anvénda dig av de fyra raknesatten. Du kan
anvanda dem hur du vill bara du gor exakt samma sak pa
bada sidor.

Plus pa bdda sidor (Minus pa bada sidor )

x-5=9 x+7=18

x-5+5=9+5 x+7-7=18-7

x =14 x=11
A _/ Y
r[)ividera bada sidor N ﬁdulliplicera béada sidm\

3x =21 X_yg

3x 21 2

—_——— 2-x

3 3 —_=2.

> 2.9

¥:7 / \x=18 J

. 4x—
Exempel: Los ekvationen x7 S 2

4x-6

— T =27
4x -6 =14
4x—6+6=14+6
ax_ 20
A 4
Svar: x=95

Potensekvationer
Innebér att x r upphojt med ett tal.
T.ex. x5 = 243

Malet ar att fa x:et fritt. For att fa x:et
fritt hojer man upp bada sidor med
exponentens inverterade vdrde.

Exempel: x5 = 243

(x5)5 = 243'/5
xS-(l/S) . 2431/5
xt=3
Svar:x =3

Kom ihdg:

e Vid en potensekvation hojer
man upp bada sidor med
exponentens inverterade virde.

e Omdet ar en jdmn exponent
finns det en negativ och en
positiv l6sning.

e Omdet ér en udda exponent
finns det bara en Iésning.

Exponentialfunktioner

Logaritmer
Definiti

[ Ig 5 &r det tal 10 ska upphdjas ]

med for att det ska bli 5

lg5=07 - 109 =5

10’85 =5

Har har vi 10 upphdjt med det tal 10 ska upphojas med
for att det ska bli 5.

lgx =y < 107 =x

x = 10'°8*

Det finns tre logaritmlagar.

e logx +logy = logxy
. logx—logy=|og§
o logx¥ =y logx

Exempel: Los ekvationen Ig 25 + 1g4 = x.
Vi skriver om vénsterledet till en logaritm med
logaritmlagarna: 1g25+1g4 =x
1g(25-4) = x
1g100 = x
Svar: x=2
Exempel: Los ekvationen 1,28%* = 5,2.
1g1,28% =1g5,2
3x-1g1,28 =1g5,2

_ _lgsz2
3-g1,28

Svar: x = 2,23

Exponentialfunktioner

Exponentialfunktioner innebér att vi har en variabel som
exponent. Exponentialfunktioner bestar vanligtvis av fyra
element.

Tid
” = { » x‘/]—/
Véirde ‘F’ y ¥ ﬂ\

[ Férindringsfaktor
Startvdrde

Exponentialfunktioner anvénds for att beskriva

kontinuerliga procentuella férandringar.

Exempel:  Petter sétter in 6000 kr pa ett konto med en
ranta pa 3,2 %. Nar finns det 9 000 kr pa
kontot?

Losning: Startvardet &r 6 000. Férandringsfaktor
1,032. Vérdet vi soker ar 9 000 och tiden x
ar det vi vill rdkna ut.

9000 = 6000 -1,032*
1,032* =15

log1,5
= e—— 7
log 1,032 12,8

Svar: Efter ca 13 ar.

© Allakando AB



Rita linjen Grafisklésning

= : . R . ' y+x=1
Réta linjens ekvation ary = kx + m Exempel: Los ekvationssystemet grafiskt: {y — s O
>k =linjens lutning Vi maste nu rita linjerna. For att gora det maste vi bryta
> m = skdrningspunkt med y-axel y=—-x+1
ut y for bada ekvationerna; {y - 2x 47
e Tva linjer ar parallella om k; = k,
e Tva linjer vinkelrata om k; - k, = -1
y=2x+7
y=-x +1
X
7-3-2-1,. 1™ 345678
-2
0, 1 X -3
/( ) a1
/ Losning ar vid skdrningspunkten, som har koordinaten (-2, 3).
. : x = =2
I = 4y _ skl.llnadtly-led 53 _2_ 2 Svar: {y =3
Ax skillnad i x-led 2—1 1
m = skiarning med y — axeln = 1
y=2x+1 Substitutionsmetoden
3y —4x =17
Exempel: Los foljande ekvationssystem: { s
by _ Y2 Steg 1: LOs ut antingen x eller y i en av ekvationerna.

Linjens lutning, k-vérde, fas av: k = 3
X X2—Xq y— Sx = 2
=5x+2
Exempel: En rét linje gar genom punkterna (6, 1) och g
(9, 7). Bestam linjens ekvation pa formeny = kx + m
Steg 2: y ir exakt samma sak som 5x + 2. D3 kan vi byta

Steg 1. Bestam linjens lutnin
d ! € ut y i den andra ekvationen mot 5x + 2.

ax  9-6 3 3y—4x=17
Steg 2. Sitt in en koordinat och k-varde pa y = kx + m. 3(5x+2)—4x =17
1Sx+6—-4x =17
6 = =
(6,1)>x=6,y=1 11x =11
1=2-6+m x=1
=521 Steg 3: Nu vet vi x. Dd kan virdkna ut y.
m=1-12=-11 y=5x+2
Svar:y = 2x — 11 y=5-1+2

sriierss 5 =7
Linjara ekvationssystem ¥ 1
Att I8sa ett ekvationssystem betyder att man ska finna Steg 4: Svar: Ekvationssystemet har l6sningen {y ; 7

koordinaten for nar linjerna korsar varandra.
Poingen med metoden &r att ga fran tva ekvationer med

Om linjerna tva okanda variabler (gdr inte att I6so) till endast en
o skar varandra har ekvationssystemet en l6sning ekvation med en okand variabel, vilket vi kan l6sa.
e r parallella har ekvationssystemet inga Iosningar
¢ sammanfaller har ekvationssystemet oandligt
manga losningar 1. Loésutxellery.

Det finns tva sétt att l0sa ett ekvationssystem algebraiskt
(Substitutionsmetoden och additionsmetoden) samt ett
satt att [6sa det grafiskt. Det racker med att kunna en av
de algebraiska metoderna.

2. Sattin uttrycket sa du
bara far en okand.

3. Sattinsvaretoch

Substitutionsmetoden &r den metod som fungerar dven berdkna den andra.
pa mer komplicerade ekvationer. Den andra metoden,
additionsmetoden, fungerar i vissa fall bra, men 6verlag 4. Svaramedxochy.

ar substitutionsmetoden mycket battre.




Andragradsfunktioner

Andragradsekvationer

Det finns tre olika typer av andragradsekvationer. For varje typ finns det en losningsmetod.

E_a“ 1- XZ Qﬂh xal :2 [_thn ur
X -64=0
x’= 64
Vx? =64
x=18

X;=8

1. x° ensamt
2. Drarotenur

Eﬂ" z 2(2 Qgh X j [a!ﬂg[jse[ﬁ
X2 = -9x

X +9x=0

XxX'x+9-x=0
(x19)=0
N

x+9=0

1. 0ihogerledet
2. Brytutx
3. 2l6sningar

Ea" 3- KZ X Qﬂh Ia! i pg.tnl:mgln
2x2+ 12x = -10
2%’ +12x+10=0

2x?+12x410 _ 0
2 T2 ;
X’ +6x+5=0 o (.’_‘) -q
27 (\2
X +px+q=0

x=-
x=-34++32-5
x=-3+V4
x=-31+2

X1="5 X2=‘1

1. 0 paena sidan
2. %’ ensamt

3. Hittap&gq

4. Anvand formeln

Andragradsfunktioner - Tillampningar
Det svara med att 16sa andragradsfunktioner &r ofta att tolka fragan. Det finns tre typiska problem. Det géller att identifiera fragan och
darefter anvanda nagon av de tre metoderna nedan.

i — lstallen Fi T ini Fiia Ehvat ES mi ard
Exempel: y = —x?+4x +5

Q. ) (1), ) ), . .

~~ Los ekvationen: =/ Los ekvationen ~~"Los ekvationen

y=-x>+4x+5=0

x, ==1 x; =5

x2—4x—-5=0 (2)
~~ Finn symmetrilinjen

= (.‘_‘.)2_ -5 X +x -145 4
x= PR 2 (=5) ‘22=—2-—-='2'=2
x=2=4+V22+5 x=2
x=2=+1+3
x;=-1 X =5

y y
Xy =-1 x:=5 X Ry =~ 2

Foliande fragor innebir samma sak:

Los funktionen, finn ekvationens rotter,
finn funktionens nollstéllen, nar skar
grafen x-axeln etc.

Nar f&r funktionen sitt stérsta/minsta
vérde, nér nar bollen sin hogsta hojd,
nar tjanar affaren maximalt etc.

x, =-1 X; =5

@ -
““Finn symmetrilinjen

x=2

(3) Ta fram y-varde.

Vad ar funktionens stérsta/minsta vérde, hur
hogt nér bollen, hur mycket tjanar de maximalt,
bestam simhopparens hogsta hojd etc.
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Diagnos 1.5

Algebra och linjira modeller kurs 2c¢

Repetition av algebra och funktioner
1 a) Forenkla uttrycket 2(x + 4) — 4(1 - 2x)
b) Los ekvationen 2(x + 4) -4(1 -2x) =0

2 Los ut y ur sambandet 6x -2y + 10 =0

3 Formeln f(x) = 160 - 5x definierar en
funktion. Forklara vad det ar for skillnad
mellan f(10) och "x da f(x) = 10"

Réta linjens ekvation

4 Skriv upp en ekvation for den rdta linjen som
har k =2 och m =5 och forklara vad vardet
pa k och m betyder grafiskt.

5 En linje gar genom punkten (5, 7). Bestdm en
annan punkt pa linjen om lutningen ar -3.

6 Bestam k-vardet for en linje som gar genom
punkterna (3, —4) och (-1, 8).

7 Bestam ekvationen for en linje som gar genom
punkten (-2, 5) och har k = 3.

8 Bestam linjernas ekvationer.

Xk ’ b)

¥ >

/)

9 Bestam ekvationen fér en linje som gar
genom punkten (2, 3) och &r parallell med
3x-2y-13=0

i
i

|
|
|

10 Undersék om punkten (1,4 ; 7,6) ligger pa
linjen Sx-2y +8=10

11 Lingden y cm av ett brinnande ljus minskar
med tiden x timmar enligt formeln
y =25-4,5x
a) Vad betyder 25 i formeln?
b) Ange och tolka funktionens k-varde.
¢) Hur lang tid tar det for ljuset att brinna upp?

12 Linjen y = 3x -7 &r vinkelrat mot en linje
genom punkterna (4,a) och (-2, 1).
Bestam talet a.

Linjara ekvationssystem
13 Los ekvationssystemet grafiskt. Svara med
tva decimaler.

a){y=4—x

y=2-4x

Sx+y-2=0
b){2x~y~3 =0

14 1.6s ekvationssystemet exakt,

){y= 2x~-27 ){x»+-_y= 2

y=28,5-5x 2x-3y =9
. x-y+3z=4
m{;:;_ig d){4x + 2y + 2z = 28
S5x +4y-2=35

15 En lastbil ar lastad med lador av tva slag.
Lasten vager 3810 kg och dess volym ar
4000 liter.

Volym Vikt
Liten lada 251 30 kg
Stor lada 60 | 50 kg

Hur ménga smé och hur ménga stora lador
bestar lasten av?



Diagnos 1.6

Algebra och icke-linjira modeller kurs 2¢

Polynom
1 Utveckla och férenkla
a)(x+1)(2x-3)
b) (2x-3) (2x + 3)

c) (x-4)?
d)(3x + 4)?

2 Urtveckla och forenkla
a)x? 4+ 2x+ 2(x-1) (x + 1)
b) (x + 9)*- (x-9)?

3 Bryt ut storsta mojliga faktor

a) 2x2 + bx b)9x2 - 3x

4 Faktorisera

a)x:-4 b)a? + 2ab + b?

Andragradsekvationer
Lds ekvationen utan rdaknare.
5a)4x? = 64
b)(2x-8)(x+3)=0

6a)x*-10x+ 16=0
b)3x2 + 24x = 27

7 L6s ekvationenVx + 2 = x— 4

a) algebraiskt
b) grafiskt.

8 a) Ge ett exempel pé en andragradsekvation
som saknar reella l6sningar.

b) Berdkna din ekvations komplexa losningar.

Andragradsfunktioner
9 Grafen visar en
andragradsfunktion.
a) Bestam funktionens X
storsta varde. ’

X
b) Bestam funktionen f >
nollstéllen. / \

¢) Bestam funktionens / \
symmetrilinje.

10 Har grafen till y = 3x-x* en maximi-
eller minimipunkt. Motivera ditt svar.

11 Berikna funktionens nollstallen.
Kontrollera grafiskt.

a)y=x?-4x b)y=-2x>+4x-4

12 Bestam symmetrilinje och storsta eller minsta
virde for funktionen y = x? - 6x + 10.

13 Hojden y m for en boll som rort sig x m
framat kan beskrivas av funktionen

y =x-0,04x?
a) Vad ar hojden da bollen rort sig 10 m framét?

b) Hur langt frin utgdngspunkten slar bollen
ner?

Exponentialfunktioner och logaritmer
14 Los ekvationen

a)x% =140 (x >0) b)6* = 140

15 Bestdm utan rdknare  a)1gl00  b)lg0,1

16 1 en stad 6kade invanarantalet med 5% varje ar.

Hur ménga ar kravdes det for att invanar-
antalet skulle 6ka fran 50000 till 80 000?



Diagnos 2

Algebra och polynom
1 Utveckla och forenkla

a) (2a + 3b)(2a - 3b) - 2a(2a - 3b)
b) 3(x + h)?-3x?

2 Forenkla
a)a?-at+ (2a3)?

b) (x-3) (x +V3)

3 Berdkna utan raknare

a)4' + 4% b)y25+y2-y18

4 1.6s ekvationen
a)3x2x+6)(x-1)=0
b)9x*-6x*+x=0

5 Skriv polynomet i faktorform
a) p(x) = x*-16x + 60
b) p(x) = -10x% + 50x - 60

Rationella uttryck

. o x+1
HaLe) —x(x-i« 2)

a) Berdkna G(-3)

b) For vilket eller vilka virden pa x ar G(x)
inte definierat?

7 Forenkla

14x-7 X, x_ X
A1 953712
2x%-18 x-1,1+y
) e P b 4
) x+3 d)l—x y+1

|
1
|
|
|
i
|
i
f
|
1
|
I}
!

8 1.os ekvationen

8)'—;—§=24 C)xizl+2_;%_1—
D I e R e
9 Forenkla
Funktioner

10 Bestdm ekvationen for den linje som
a) har k = 4 och gér genom punkten (1, 8)
b) gar genom punkterna (2, 6) och (3,4) -

c) ar parallell med y = 3x + 7 och gar
genom (2, 4).

11 Rita andragradskurvan (parabeln)
y=2x2-8x-24
a) Ange symmetrilinjens ekvation.
b) Har kurvan en maximi- eller minimipunkt?
¢) Ange extrempunktens koordinater.
d) Var skar grafen x-axeln?

e) Var skir grafen y-axeln?

12 Los ekvationen. Svara dels exakt, dels med ett

narmevérde med tre decimaler.
a)2-x°=12 b)2-5% =12
13 Ge ett exempel pa en potensfunktion och

pa en exponentialfunktion for vilken galler
att f(1) = 3.



Hemuppgifter 1

1.1 Polynom

1

10

Forenkla

a) (@ + h)(a-h) -2ala + h)

b) 4(x + 4)(x-4) - (2x-3)?*-2

Q) (x-DCx+5)Kx-1) + (4-xx

Faktorisera
a) 4x? - 16x3 ¢) 2z2-98
b) x2- 64 d)x3-2x2 + x
Los ut x.

— a _ b
a)y=3h-2x b) e oh

Los ekvationen

a) x2 = 169 Q) 4x*-12x =0
by (x+ 12 =9 d)x?-12x+20 =0
a)6x’-5x+1 =0 b) 5x% + 4x = 1

Skriv en andragradsekvation som

b) saknar reella
rotter.

a) har rotterna -2 och 12

L6s ekvationen
ax-6Vx +8=0 genom att sitta Jx =t
b) x*-10x* + 9 = 0 genom att siitta x2 = t.

Los ekvationen

a) Vx+2 =x-4 b) J2x +15 = x

Skriv polynomet i faktorform
a) p(x) = x*-16x + 60
b) p () = -10x? + 50x - 60

| \/

Bestam
andragrads-
polynomet
vars graf
figuren visar.

1.2 Rationella uttryck

11 rd ar inte definierat for x = 4. Foér x = §
x+b
har det vardet 12. Bestdm talen a och b.
Forenkla
12 a) x-1) b) 6xy”
4(x-1) 30xy
14x -7 x+4
13 a) el b) T
X X X 3a  2a a
Mag+3-12 Y 5*3 15
2x*-18 x-1 14y
52 =33 L e
Los ekvationen
X X _ x-1,6 x-2 _
16 a) —2——"8— = 24 b) —2 +—‘*“3 3
x> _1 x* 16 _
i7 & x~1+2~x—] b)x+4 x+4_4
18 Forenkla
2/2-4a a’-1 6
4 a/ a? b) 3 4a+ 4

1.3 Linjara och icke-linjdra funktioner

19 f(x) = 3x + x% Berdkna f(0) + f (1) + f (2).
20 f(x) = 5-x2 Forenkla f(2 + h) -f(2).

21 Bestdm lutningen k for en linje genom
a) (-2,-3) och (2,-11)
b) (6,7) och (13,7)

22 Bestam ekvationen for den linje som
a) har k = 4 och gér genom punkten (1, 8)
b) gar genom punkterna (2, 6) och (3, 4)
©) arparallellmed 6x-2y +3=0
och gar genom (2, 4).

10



23 Bestam nollstéllena till y = x* + 6x+ 9
a) algebraiskt
b) grafiskt.
¢) ange symmetrilinje samt extrem-
punktens koordinater
24 1.06s grafiskt
a) ekvationen 2* = 1 + 2x
b) olikheten 2* < 1 + 2x

1.4 Potenser

25 Forenkla med potenslagarna

a) a’®-a”’ 0 (4x%)?
a'® 5+3°

b) — d

) < ) 322

26 Forenkla (5% + 5%)?-2
27 Faktorisera 3**2 - 3%

28 Forenkla utan raknare
a) 12513
b) 0,812

C) Q- 0,5
d) 43/2

29 L.6s ekvationen och svara med tre decimaler.

a)x¥ =8 b) 5,2-x% = 7,32

30 Susanna kopte likemedelsaktier for
25000 kr. Fyra &r senare sélde hon dem fér
55000 kr. Hur stor var vardestegringen i
procent per ar?

31 Axel kopte IT-aktier for 150000 kr. Tre ar
senare sélde han dem for 50000 kr. Hur stor
var virdeminskningen i procent per ar?

32 Isjukamp fér damer berdknas poangen for
16pning 800 m med potensfunktionen
P = 0,11193 - (254 - )88
dar t ar tiden i sekunder.
a) Vilken poang ger tiden 2.14,0?

b) Vilken tid ger 1200 podng?

1.5 Logaritmer

33 Bestdm utan rdaknare

a) lg 100 b) lg1
34 Los ekvationerna exakt.
a) 10¥ = 8 b)lgx = 3

35 Skriv 4 i exakt form som en potens med
basen 10.

36 Bestam talet x ur likheterna
a)lg63 =1g7 +1gx
239
b)lg === =lgx-lg14
) 1g 14 gx-lg
o) lg3® =x-1g3

37 Los ekvationerna exakt och med ett ndrme-
virde med tre decimaler.

a) 6 = 17 ¢ 2,5:3* = 6,8
b)4-55=6 d) 2> = 0,5

Y

38 Grafen visar
y=C-a*
Bestdm C och a.

A2

~1i0, 4}

L

39 Mingden av ett radioaktivt preparat avtar
exponentiellt med tiden. Av 100 mg aterstar
bara hilften efter 30 &r. Hur mycket aterstar
av 100 mg efter 1 ar?

40 Folkméngden i ett land 6kar exponentiellt
med tiden. Ar 2000 var folkméngden 10,1
miljoner och &r 2005 var den 11,8 miljoner.
Nér uppgér folkméngden till 15 miljoner?

41 Skelettet av den s k Backaskogskvinnan hitta-

des 1939 i en grav i nordostra Skéne. Ett test
visade nyligen att halten av kol-14 i skelettet
var 34,8 % av den normala halten i levande
material. Nir ungefar levde hon? Kol-14
sonderfaller med halveringstiden 5730 ar.

11



Derivata

Sekanter & tangenter
e En sekant ger medelforandringen mellan tvd punkter.

¢ Entangent ger lutningen, derivatan, i en punkt.
Exempel: f(x) = —0,5x% + 2,5x + 7
a) Bestam medellutningen mellan x = 2 och x = 6.

b) Bestam lutningen i punkten x = 5.

a) For att berdkna medellutningen drar vi en sekant
mellan de tva punkterna:

s

(2,10

(6,4)

Sekantens lutning berdknas:

b) For att berdkna lutningen drar vi en tangent till
grafen i punkten x = 5

Y

(5.7)

(7,2)

Tangentens lutning berdknas:

Svar: a) Medellutningen mellan x = 2 och x = 6 4r —1,5.

b) Lutningen vid x = 5 dr - 2,5.

Komihag:
e FOr att ta fram en sekant anvénder vi tva punkter
pa funktionen,
» For att ta fram en tangent drar man en linje som
har samma lutning som grafen i just den punkten.
Man anvander en punkt pa funktion och en annan
punkt fran tangenten.

Derivata

Deri {efiniti

Derivatans definition utgar fran en sekant mellan tva
punkter ddr avstandet mellan punkterna kallas h.

N&r man minskar vardet pa h blir avstandet mellan
punkterna mindre och mindre. Om man gor h oandligt
litet hamnar punkterna oandligt ndra varandra, och
resultat blir att man far fram lutningen i en punkt.

[ o) = S D=1 ]

Med derivatans definition kan vi ta fram en funktion som
beskriver lutningen i varje punkt.

Exempel: Derivera f(x) = 2x? + x med derivatans
definition.

S(x)=lim

h h h

(X P+ Axh A 20+ x v ) - (27 +x) . Axh+2h7 +
lim = lim

S(x+h)—-f(x) T Qx+h)? +x+h)-(2x +x) _

boald h h—st) h

lim h(dx+2h+1)

h—0 il

Svar: f'(x)= lixxp 4x+2h+1=4x+1

=limdx+2h+1=4x+1
h—0

Deriveringsregler
Vi kan ta fram en funktion som beskriver hur grafen
fordandras med hjalp av deriveringsreglerna.

| Regler Exempel

f(x) (%) J(x) f'x)
xn n-x"1! 2x3 6x?
C-a* C-lna-a* | 4-1,05* 4-1n1,05-1,05%
C ek k-C.e** 20e™05% —10 . ¢705%
Inx 1 10Inx 1—-0

x x

Komihag:

e Derivata = lutningen i en punkt = f'(x)

e Derivatan av en x-term = talet framfor x-et.
e Derivatanavetttal=0

e Derivera olika termer var for sig.

© Allakando AB
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Extrempunkter Andraderivata
Andraderivatan beskriver hur derivatan forandras.

Det finns tre olika typer av extrempunkter. For alla . 5
sxvrEmpliniEe; galler e dediatan ir nol Funktionen f(x) har en extrempunkt dér f'(x) = 0. Med
e f'(x)=0-> Extrempunkt andraderivatan kan bestdmma vilken typ av extrempunkt

det ar:

o f"(x) > 0 — minimipunkt
o f"(x) < 0 -» maximipunkt

Wi purt Obs! Om f"'(x) = 0 méaste man gora ett teckenschema

for att bestdmma typen av extrempunkt.

Exempel: Bestam extrempunkter till funktionen
f(x) = %5 — 2x med hjilp av andraderivata.

1. Derivera
4 - 05y __
Minimipunkt f'(x) =0,5¢ 2
2. f(x)=0
05e%*-2=10
— 0,5¢%5% = 2
eD,Sx =4

Terrasspunkt 0,5x =In4

x=0—5=2.8

3. Kontrollera typ av extrempunkt med f'(x)

f"(x) = 0,25¢%5*
Teckenschema f"(2,8) = 0,25¢°5%8 =~ 1 > 0 -> Buktar upp
N&r man ska bestamma typ av extrempunkt for en - Minimipunkt
funktion gér man ett teckenschema/teckenstudie.
4. Tafram y-vérde

_ %3 > f(x) = e%5* — 2x

flx)= 5 1 3x% — Bx har extrempunkter samt vad £(2,8) =e%28_2.2,8~—-15

for sorts extrempunkter det ar.

Exempel: Bestam extrempunkterna for funktionen

Svar: Minimipunkt vid (2,8; —1,5)
1. Vi deriverar med deriveringsreglerna:

M) = —x® 4 Eicoe 8 Konkavitet
ffx)= —x*+6x~ En grafs konkavitet innebér hur den buktar. Férhallandet
2. Visitter f'(x) = 0 och loser ekvationen: mellan en grafs konkavitet och andraderivata ar:
0= —x%+6x—8 o f"(x) > 0 - konkav uppat
2_ _ e f"(x) < 0 = konkav nedat
e etk o f"(x) = 0 - byter konkavitet
x=31yV3-8x=3+1 Férhallandet illustreras i figuren nedan.
Xy = 2 X = 4 ‘PI
3

3. Vi gor ett teckenschema for att se vad det ar for typer
av extrempunkter: 2

x 1 2 3 4 5 1

i) IR ERERE - >
-1 1 ¥
f(x) N | = | TN i
4. Vi berdknar y-vdrdena i punkterna. 3
23 " y” < D yu > 0
f(z)——?+3-2 -8:-2=-6,7 -4 y"=0
43

= e — . 2 — . AL -

f&) = 3 L B=% 53 Den punkten dar grafen byter konkavitet kallas for

inflexionspunkt. En inflexionspunkt har kriteriet att

Svar: Funktionen har en minimipunkt vid (2; —6,7) och andraderivatan &r noll men att derivatan inte &r noll.

en maximipunkt vid (4; —5,3). e f"(x) = 0och f'(x) # 0= inflexionspunkt

© Allakando AB
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Hemuppgifter 2

2.1 Forandringshastigheter

1 Bestdm Ay och Ax fran punkt A till punkt
B om

a)A(1,5) och B(4,9)
b) A (-4,-6) och B (0, 6).

2 Diagrammet visar priset pa 1 fat olja.

Pris (dollar)

20

10
A
99/00

97/98 98199

Bestdm den genomsnittliga prisdndringen
per ménad for 1 fat olja

a) fran 1 jan 98 till 1 mars 99
b) fran 1 mars 99 till 1 jan 00.

3 Temperaturen hos Peters julskinka steg som
tabellen visar:

Tid (h) 0|12 |3]|4]|5
Temperatur (°C) | 10 | 14 | 27 | 44 | 61 | 75

Berdkna den genomsnittliga férandringshas-
tigheten for temperaturen i tidsintervallet

a) fran2htill4h b) fran 4 htill 5 h.

4 Ett foretag som tillverkar g enheter av en
vara berdknar sin vinst till p kr, dar
p = 200q - 0,16¢% - 25 000.

a) Bestdm och tolka Ap d& q okar frin
g, = 400 till g, = 500.

b) Bestam och tolka motsvarande dndrings-

Ap
kvot Aq
5 Ritakurvan y = 9-x? och berikna medel-
lutningen i intervallet

a)-2<x<0 b)1 < x < 3.

6 Punkten P (4;0,5) ligger pa kurvan

_ 1
Sl =

4 Berikna ﬁfih)”—y—(—“l for h = 0,001.

b) Vilken lutning bor tangenten i P ha?

7 Vilken lutning har kurvan y = 2x?
i punkten (2, 8)?

8 Skissa en kurva som har
) positiv lutning for x < 0
» lutningen 0 dd x = 0
» negativ lutning for x > 0.

2.2 Derivata
9 Ivilka punkter ar f/(x)
a) noll b) positiv ¢) negativ?

ya_ B ¢ v
D F -
E_/,/’ X

10 Temperaturen ute en sommardag ar f(t) °C,
dér t dr tiden i timmar raknat fran k1 08.00.

a) Tolkavad f(2) = 10 betyder.
b) Tolka vad f/(2) = 1 betyder.

11 Enblomster- ey
plantaslangd P
y cm okar med
tiden x dygn
som grafen visar.

XL
dygr

Skissa en tangent =
och bestdm ett
ungefarligt varde for tillvixthastigheten
efter 14 dygn,dvsda x = 14.

12 Bestdm med derivatans definition f/(2)
om f(x) = x2.

14



2.3 Deriveringsregler

13 Derivera
a)y =5x5-4x>+ 12x + 5
b) y = Se* + 2e3*-3e ¥ + 7

6
= ¢ + —
)y =5+x .

d)y = x8 +x0% 402 + 2¥

14 Berdkna f’(2) om

a) f) = 2Jx +4¥Yx

b) f() = 9x 22— -\/i.;

15 Derivera

a)y = 2" +e b)y = 6 + 2e*?
16 Bestidm tangentens ekvation for

y =4+ 3.0 dir x = 0.

17 Los ekvationen exakt.
a)e =2 b)Inx =3
18 Derivera y = 5%

19 Virdet pa en tavla, y miljoner kr, &ndras
under ndgra ar enligt y = 10 - 1,1* ddr x ar
antal ar efter &r 2005.

Beridkna och tolka y’(2).

20 Derivera y = 2% genom att skriva om med
basen e.

21 En lépare dkar sin hastighet under de forsta
sex sekunderna av ett hundrameterslopp.
Da giller att vigstrdckan s m kan beréknas
med funktionen
sO=345-t"%, 0 <t <6
dar t artiden i sekunder.

a) Hur ldngt hinner loparen pa 5 s?

b) Nér har han hunnit 20 m?

¢) For t > 6 ar hastigheten konstant. Hur
stor ar den?

d) Vilken blir tiden for detta lopp pa 100 m?

22 y = C- ek
Bestim C och k om vivet att
a) y (0) = 100 och y (2) = 200
b) ¥ (0) = 60 och y’(0) = 120.

23 Ge exempel pé ett tredjegradspolynom, vars
derivata saknar nollstéllen.

2.4 Grafisk och numerisk derivering

24 En termometer placeras forst i en bigare med
varmt vatten. Darefter sétts den i en bagare
med vatten av rumstemperatur. Tempera-
turen y °C registreras efter xs,
dar x = 10, 11, 12, ...

Tid, x s 10|11 |12 | 13 | 14

30,1/29,6|29,1|28,6|28,1

Temperatur, y °C

Bestam den hastighet som temperaturen
forandras med efter 12s,dvsda x = 12.

25 Tabellen visar hur 1dngt, s m, en bil hunnit
pé ts.

Tid ts 0 1 2 3 4 5

Vég, s m 0 3 10 21 36 53

a) Berdkna medelhastigheten i intervallet
frAn t = 2 till t = 5.

b) Rita ett diagram som visar vdgen som
funktion av tiden och anviand diagrammet

for att bestimma bilens hastighetda t = 2.

26 Bestam ett nairmevirde med en decimal till

y/(2) om y = 20 + 66 107"* genom att

y2+h)-y@-h)
2h

a) berdkna for nagra

olika viarden pa h
b) anvinda riaknarens deriveringsfunktion
¢) rita grafen och lagga in en lamplig tangent
d) derivera y (x) och berdkna y’(2).

15



Hemuppgifter 3

3.1 Vad sager forstaderivatan om grafen?

1 Los ekvationen f’(x) = 0 om
a) f(x) = 5+ 4x-x?
b) f(x) = 4 + 6x%-2x3

2 Bestam med hjilp av derivata koordina-
terna for maximipunkten P pakurvan
y=2+3x%-x°

8

i\ 9

-2

3 Beskriv steg for steg hur du gor for att
bestimma extrempunkterna till kurvan

y=f.

4 Bestam med hjdlp av derivata de lokala
extrempunkterna pd kurvan y = x*-3x.
Rita kurvan.

5 Bestdm de punkter pé kurvan y = 2x% - 2x

dér lutningen ar lika med 4.
Tolka ditt resultat grafiskt.

6 Undersok med derivata nar funktionen
f0O) =-2x3+9x2-12x+ 7
ar vaxande.

7 Vilket ar det minsta virde som derivatan till

funktionen f(x) = x*-5x + 1 kan anta?

8 Laty = x3-2x.
a) Vilken term dominerar for stora |x|?
b) Vilken term dominerar fér smé |x|?
c) Skissa grafen utan hjalpmedel.
d) Kontrollera skissen med grafritare.

9

10

11

12

13

Derivatan till funktionen y = f(x) har
grafen

J\y
y = f (x)

[

\_ J
Forklara med derivatans forandring varfor
x=-2 8CT Ymax och x = 2 8er Ynin -

‘X

Laty = 5+ 3x—x>.
Skissa forst grafen for hand, kontrollera se-

dan med rdaknaren och bestam extrempunk-

ternas koordinater med derivata.

En funktion y = f(x) ardefinierad i inter-
vallet 0 < x < 10. Bestdm ur figuren
koordinaterna for

a) de lokala extrempunkterna
b) de globala extrempunkterna.

(Ay (10, 9) )
2, 7)

(0, 4)
6, 3)

>

Ange storsta och minsta varde for

f() = x*-2x+ 4 iintervallet -2 < x < 3.

Ange ett rimligt viarde pa f(2,05) om vi vet
att f(2) = 4 och f(2) = -0,8.

16



14

Figuren visar grafen till funktionen

y = f0o.

(A
¥
\ y = f(x)
: X
N
c d €
P

T N

a b

.

a) For vilka av de markerade x-vdrdena
vixlar derivatan f’(x) tecken?

b) Skissa grafen y = f’(x).

3.2 Derivator och tillampningar

15

16

17

Figuren visar en rektangular inhagnad med
ett 72 m langt stangsel.

72-2x

a) Bestam y som funktion av x.
b) Ange funktionens definitionsméngd.

¢) For vilket x-varde ar inhagnadens area sa
stor som mojligt?

En boll kastas rakt upp i luften. Héjden y m
over marken beskrivs av funktionen

= 2 + 20x-5x?

dér x ar tiden i sekunder.
Hur hogt nar bollen?

Bensinforbrukningen y liter/mil for en bil
kan berdknas med funktionen
x* X
= e— e —— ¢ &
Y = 8000 S0+l,4 0 <x < 160
dar x km/h ir hastigheten. Vilken hastighet
ger den lagsta bensinforbrukningen?

18

19

20

21

22

23

X (cm)

For vilket viirde pa
x har parallell-
trapetset sa
StOT area som
méjligt?

3x

Antalet skadeinsekter y paen planta kan be-
riknas med funktionen y = 0,01x? + 0,5x,
dar x értiden i dygn sedan den forsta in-
sekten angrep plantan. Nér uppgar antalet
insekter till 24 och med vilken hastighet okar
antalet d&?

Derivera

a) fx) =x? 0 f(x) = 4x+ }17
b f0) = = Q) fo) = 2%
Los ekvationen y’ = 0 om

250
= x24 =
ay=x .

b) y = e3-9x

En 6ppen pappldda med kvadratisk basyta

har formen av ett ratblock och rymmer

500 cm?.

a) Visa att hojden h = &20
X cm. *

om basen ar

b) Stéll upp en funktion som beskriver hur
l4dans area beror av x och bestam vilka
matt som ger den minsta arean.

15 g av ett radioaktivt amne sonderfaller.
Mingden y g som aterstar efter x ar avtar
exponentiellt enligt y = C-e **. Efter ett &r
terstar 10 g.

a) Bestdm konstanterna C och k.

b) Beridkna och tolka y’(4).

24 Undersok grafiskt f(x) = x*-2x*-x + 1

2x
xt+4°
a) Hur manga lésningar har f(x) = g (x)?
b) Forvilka x ar g'(x) = 0?

och g =

25 Bestam grafiskt hur manga lokala extrem-

punkter kurvan y = 30x"-x? + 2 har.

17



*Trigonometri
Det finns tre trigonometriska samband man jobbar med:

. a
e SINv=-
c

b a
e (OSV=-
c
a

e tanv=- b

i~

Nir man jobbar med trigonometri réknar man antingen
ut en strécka eller en vinkel.

Rl sicl

Exempel: Bestam sidan x.

Vi utgar fran den kanda vinkeln. Kateten med
lingden 10 cm blir da nérliggande katet och x

representerar hypotenusan. Vi kan da anvénda 10 cm
cos

0

cos28 =2 [ |
x
_ 10
cos 28
Svar: x = 1lcm
Exempel: Bestdam vinkel v.
4

Fran figuren kan man stalla upp v
foljande samband: tan v = %

Vinkeln berdknas genom att ta inversen av den
trigonometriska funktionen.

v = tan™} (%)
Svar: v =~ 33,7°

*Vektorer
En vektor dr en storhet som har bade storlek och riktning.

Vektorns langd: |5| = x2 + ¥?

Vid addition och subtraktion av vektorer lagger man ihop
deras x-komposanter for sig och deras y-komposanter for sig.

Koordinatform: ¥ = (x,, )

Additi
Vid addition av vektorer ldgger man ihop deras x-
komposanter respektive deras y-komposanter.

U—V= (X0 Yu) — (X, ¥0) = (Xu — X0, Yu )

Multiplikati 1 skali
k-9 = k(x,,y,) = (kx,, ky,)

Geometri
Pythagoras sats

a a? + b? = c?

Obs! Géller endast for ritvinkliga trianglar!

Likformighet innebér att férhallandet mellan tva figurers

sidor &r samma. Det enklaste sattet att ta reda pa om tva

trianglar ar likformiga dr att kontrollera vinklarna. Om
man sikerstaller att tva vinklar r identiska sa ar
trianglarna likformiga.

Tvé speciella trianglar

halv kvadrat halv liksidig triangel

Med hjélp av figurerna kan vi t ex bestdmma
. ._}_. 2 D e ;L

cos45° = \{_i och sin30° = 2

Cirkelns ekvation

En cirkel har ekvationen (x-a)? + (y - b2 =r?

dir (a, b) 4r koordinaterna fér medelpunkten
och r ar radien.

18
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Trigonometri

Trigonometri
Definiti

For en ratvinklig triangel galler féljande:

8 motstiende katet a
° siny = ——————————— = =
hypotenusan c

narliggande katet b
. oSy = ————— = —
hypotenusan c

motstiende katet a
L] tany = ——mMmMm@Mmm = -
narliggande katet b

Enhetscirkeln
I enhetscirkeln kan en punkts koordinater uttryckas med
sinus och cosinus.

e sinv=y
mn
e tanv=2=2E
X cosv
Samband

{sin(lSO - v) =sinv
cos(180 —v) = —cosv

{sin(—v) = —sinv
cos(=v) = cosv

sinv + cos?v =1

Pythagoras sats: x> + y? =

Triangelsatser
Formler
c-SinA
e Areasatsen: T = -b”%

. sinA sinB sinC
e  Sinussatsen: —— = —— = ——
a b c

e Cosinussatsen: c? = b2 + a® — 2ba - cosC

B

A c

Tva Iésni

Sinussatsen & Triangelsatsen

Nar man arbetar med sinus s&@ maste man alltid rékna
med att det kan finnas tva l6sningar, da man kan fa tva
olika vinklar. Detta eftersom sin v = sin(180 — v).

Det finns inte tva lGsningar om:

e Vinkelsumman > 180°
e  Alla sidor &r kanda

Cossinussatsen

Nir man arbetar med cos finns det ingen mojlighet att
man far fram tva olika vinklar. Déremot kan det nar man
anvander cossinussatsen bli en andragradsekvation med
tva rétter. Detta innebar att det i sa fall finns tvé mojliga
trianglar.

Berakna vinkel C

c 7.0cm

58° 8,0 cm ¢

Vikan har inte rdkna ut vinkel C direkt, utan far borja
med att rakna ut vinkel B.

sinA sinB

a b

b-sinA 8,0-sin58

a = 7,0

8,0 -sin 58
7,0

B, = 75,7° B, = 180° — 75,7° = 104,3°

C=180°—-A-B

C, = 180° — 58° — 75,7° = 46,3°

C, = 180° - 58° - 104,3° = 17,7°

sinB =

B = sin™! ( ) = 75,7°

Svar: Vinkel € kan vara 46,3° eller 17,7°.

© Allakando AB
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Diagnos &

Fran réatvinkliga till godtyckliga trianglar (
1 Hur hog ar granen? i
|
|

2 I triangeln ABC ar vinkeln Arat. Rita figur
och bestdam med en decimal triangelns minsta
vinkel da

a) AB =41,5cm och AC=73,1cm
b)AB =379 cm och BC=92,3cm
¢) AC = 54,2 cm och BC = 83,6 cm

3 For vilka vinklar x i hela grader i intervallet
0°<x < 180° ar

a) sinx = 0,65
b) cosx = 0,72

4 Bestdm sinv och cosv,
om punkten P har
koordinaterna

a) (-0,6;0,8) ’ .
b) (- 0,5376 ; 0,8432)

c) sinx =-0,56
d) cos x = - 0,35?

Ay

Ay

5 Berdkna vinkeln P2 0,936)
v och x-koordinaten
a for punkten P
i figuren. v, X
(1,0

6 Bestdm med enhetscirkeln de vinklar x
iintervallet 0° < x < 180° for vilka

a)sinx=0 ¢) cosx=0

b) sinx = -1 d)cosx =1

Triangelsatserna
7 Berdkna triangelns area.
g (m)
30

43¢
A .3 B
R]N

8 I triangeln ABC har AB liangden 25 cm
och AC 18 c¢m. Triangelns area dr 175 cm?.
Berédkna vinkeln A.

9 Hur ldnga ér sidorna AC och AB
i triangeln ABC?

(m)

10 Berédkna den storsta vinkeln i en triangel med
sidorna 9 m, 10 m och 15 m. Svarai hela
grader.

11 Fran ett fartyg syns toppen av ett isberg under
vinkeln 24,5°. Efter att fartyget kommit 140 m

narmare syns samma topp under vinkeln 31,8°.

Bestdam isbergets hojd 6ver havet.

12 I triangeln ABC ér sidan AB = 18 cm,
sidan AC = 12 ¢cm och vinkeln B = 30°.

Berikna ldangden av BC med

a) cosinussatsen b) sinussatsen.

20



Blandade évningar kapitel 5

Del | l Utan raknare

1 Punkten P ien enhetscirkel har
(2} koordinaterna (a, b).

l}y
P(a, b)

'X

X,
N

Uttryck med hjélp av punkten P:s koordinater

a) sinv b) cosv c) tanv

2 Ekvationen sin x = 0,47 har en l6sning
x = 28° enligt rdknaren.

Har ekvationen ndgon mer l6sning mellan 0°
och 180°? Motivera ditt svar.

3 Ekvationen cos x = 0,47 har en 16sning
x = 62° enligt rdknaren.

Har ekvationen ndgon mer l6sning mellan 0°
och 180°? Motivera ditt svar.

4 En cirkel med radien 3 och medelpunkten

i (1, 2) har ekvationen (x-1)?+ (y-2)?=09.
Undersék om punkten (3, 0) ligger pé cirkeln.

NG

2
Bestdm med hjilp av figuren
¢) sin(90°-v)
d) cos (180°-v)

a) sinv
b) cosv

6 Ordna féljande tal i storleksordning:

Da-= sin24°, b = cos 100° och ¢ = sin 165°.

Motivera ditt svar.

7 1triangeln ABC ér vinkeln A = 90°.
Visa att sin B = cos C.

8 Visa att cosv = %

(cm)

9 (cm)

@ 1

2

For vinkeln v i figuren géller att
sinv + cosv _ ;. \[5

sinv - cosv

Bestdm talet k.

10 Fyrhérningen ABCD har sidorna

AB=5cm, BC=4cm, CD=4cm
och DA =3 cm.
1+ 16cosC
15
b) Bestdm cos A exakt, om fyrhérningen
ar inskriven i en cirkel.

a) Visa att cos A =
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Del 11 § Med réknare

11 Berdkna ldngden av sidan AB.

@ c

(cm)
44

{41° 38°)

A B

12 Hur stor ar den storsta vinkeln i en triangel
med sidorna 6,5 cm, 7,2 cm och 9,8 cm?

13 I riangeln ABC ar vinkeln B = 30°,
() sidan AB = 18 cm och sidan AC = 12 cm.

Berdkna ldngden av sidan BC.

En solig och vindstilla vinterdag ar Helen

och Lotta ute och &ker langfardsskridskor.
Klockan 12.00 kommer de fram till Kappelskar.
De vet att det tar 35 minuter att &ka

fran Kappelskér till Sundskér och att det

tar 60 minuter att &ka frén Kappelskar direkt
till Furusund. Bussen fran Furusund gar

kl. 14.30.

Vinkeln mellan siktlinjerna mot Sundskér

och mot Furusund uppskattas till 105°. De
bestammer sig for att aka till Sundskar och
fika och sedan aka raka vagen fran Sundskér
till Furusund. Hur léng fikapaus kan de ta och
4ndé hinna med bussen som gér 14.30?

Vi forutsatter att Helen och Lotta fardas med
konstant fart. (NP)

15 I en triangel med arean 88 m? &r en vinkel 75°
(@ och en annan 65°.

Berdkna triangelns ldngsta sida.

16 Bestidm tan22,5° C
med hjélp av figuren.
Svara exakt.

22,59
1

Utredande uppgifter @ ©® ©
Den hdr typen av uppgifter brukar bedomas efter
foljande kriterier:

* vilka matematiska kunskaper du har visat

» hur val du har forklarat ditt arbete och motiverat
dina slutsatser

 hur vil du har redovisat ditt arbete och
genomfort dina berdkningar.

17 a) Berédkna (sin30°)? + (cos30°)?
b) Berdkna (sin127°)% + (cos 127°)*
¢) Valj en vinkel v mellan 0° och 180°
och berdkna (sinv)? + (cosv)?
d) Vad upptécker du?
e) Bevisa din upptackt.

18 I en parallellogram ér tva sidor 24 cm och

15 cm.

a) Berdkna parallellogrammens area om
den mellanliggande vinkeln dr 130°.

b) Antag att den mellanliggande vinkeln
varierar mellan 30° och 150°. Mellan vilka
varden varierar da parallellogrammens
area?

¢) En parallellogram har tva sidor a och b
och en mellanliggande vinkelv. Bestim
en formel for parallellogrammens area.
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Facit:

Diagnos 1.5
1.2)10x+4 b) x=-0,4
2. y=3x+5
3. f(x)ar funktionsvirdet dd x =10."x da f(x)=10" &r x-vdrdet da funktionens varde ar 10.
4. y=2x+5
k =2 betyder att linjens lutning ar 2, dvs att for varje steg i x-led dkar y med 2.
m =5 betyder att linjen gar genom punkten (0, 5)
5. T ex punkten (6, 4)
6. k=-3
7. y=3x+11

8. a) y=5—§ b) y=3x-2

9. y=1,5x

10. Nej, den ligger inte pa linjen.
11. a) Ljuset var 25 cm fran borjan. b) k=-4,5 Ljusets langd minskar med 4,5 cm/h nar det
brinner. c¢)Ca 5,6 timmer.

12.a=-1
13. a) x~-0,67 y~4,67 b) x~0,71y=~-1,57
x=2
x=16 x=2,4 x=3
14.a){ b){ c) { d) <y=7
y=0,5 y=-76 y=-1
z=3
15. 45 stora lador och 52 sma lador
Diagnos 1.6
1.a) 2x* —=x-3 b) 4x* -9 c) x* -8x+16 d) 9x% +24x+16
2.a) 3x* +2x -2 b) 36x
3.a) 2x(x + 3) b) 3x(3x-1)
4.3) (x+2)(x-2) b) (@ + b)*
5.a) x=14 b) x,=4 x,=-3
6.a) x, =8 x,=2 b) x,=1 x,=-9
7.a) x=7
8.a) Tex x’=-4 b) x, =2i x,=-2i
9. a) Funktionens storsta vardedr4. b) x, =1 x,=5 c) x=3
10. Maximipunkt
11.a) x, =0 x, =4 b) Saknar nollstéllen

12. Symmetrilinje x =3 Minsta vdrde: 1
13.a)6m b)25m

14.3) x=140"%~228 b) x=—-"%2,76

15.a) 1g100=2 b) lg0,1=-1
16. 10 ar (9,6 ar)
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Diagnos 2

1. a) 6ab-9b’ b) 6xh+ 3h*
2.3)5¢° b) x*-3
3.3)6 b) 11
4.a)x,=-3 x,=0 x,=1 b) x,=0 x,=1/3
5.3) p(x)=(x-6)(x —=10) b) p(x)=-10(x —2)(x — 3)
6.a) G(-3)=-2/3 b) x=0 och x=-2
3x
7.a)7 b) 2(x-3) «¢) 7 d) 0
8. a)x=64 b)x=5 =-3 d) x=8
2
R a
9.a)3° b) o ) 2 gt
12 1-2a 2
10.a) y=4x+4 b) y=-2x+10 c) y=3x-2
11.3) x=2 b) minimipunkt ¢) (2,-32) d) (-2, 0)och (6, 0) e) (0, —24)
12.a) x=6"°~1,431 :'»5321,113
g5
13. Potensfunktion t ex f(x)=3-x%> Exponentialfunktiont ex f(x)=2-1,5"
Hemuppgifter 1
iticd 15 a) 2(x-3) b) O 33a)2 b) 0
1 a) —a?-2ah-h? = -(a + h)?
b) 12x- 75 16 a) x = 64 byx =5 34a)x=1g8  b)x=1000
0 2x3-4x+5 17 a) x = -3 (x = 1 dugerinte) 35 10's4
2 a) 4x*(1-4x) Bx= 8 (o oA dugerinto 36a)x=9 ) x=15
b) (x + 8)(x-8) 18 a) ]-_—“5; b) x 239
¢) 2z + 7)z-7)
d) x(x- 1)? b &1 37a)x= 1—]3-161 ~ 1,581
3h-y 2ah
3 a) =5+ b 73 19 14 B2 = __‘fgl’ss ~ 0,251
4 2) =13 20 - 4h-h? 0,51
_0,5-1g(6,8/2,5) _
Bx, =2 x,=-4 21a)k=-2 bk=0 o} = Ig 3 OA55
Qx;=0x,=3 22a)y=4x+4 a1
d)x,——-.’ll,x,:lol b)y = -2x+ 10 38a)y=4-1,5 by=2508
S5ax=3,%=3 ¢ y=3x-2 39 98 mg (97.7)
byx, = -1, x, = Ay =y ™ =3 40 Ar2013.
5 ¢) x=-3 och (-3,0)

6a) (x+2)(x-12)=0
b) x*+1=0

7a)x, =4x,=16
b)x, = %1, x, = %3

8 a) x = 7 (x = 2 dugerinte)
b) x =5 (x = -3 dugerinte)

9 a) p(x) =(x-6)(x~10)
b) px) = -10(x-2)(x-3)

10 y = 0,8(x-1){x~5)
11a=7b=-4

1 y
1 b) 2
12a) 4 )
13a)7 by —le
x-4
18a 6a

9x _ 3x 18a _ 6a
]4a)ﬁ— b)

24 a) x = 0 och x = 2,66 (2,6598...)

b) 0 < x < 2,66
25 a) a® ¢) 64x¥
b) a" d) 6x*
26 a) 5% + 5%
27 a) 8- 3 b) 3%(3*-3)
1
28a)5 c) 3
b) 0,9 d) 8

29 a) 81 = 1,231

/9
b) (Zg%) =~ 1,039

30 21,8 % per dr
31 30,7 % per ar

32 a) 907 poang b)) 1min54,8s

41 For 8730 ar sedan.
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Hemuppgifter 2
la)Ax =3 Ay =4
b) Ax = 4, Ay = 12
2 a) Sjunker med 0,36 dollar/mén
=5
(ﬁ ).
b) Okar med 1,5 dollar/méan
15
(T(—) ).

3 a) Stigermed 17 °C/h.
b) Stiger med 14 °C/h.

4 a) 5600 kr. Vinstékningen dé
produktionen okar fran 400 till

500 enheter.
b) 56 kr.
Vinsten 6kar med 56 kr/enhet.
5a)2 b) -4
6 a) -0,0625 b) -0,0625
78

8 Tex grafentill y = —x%
9 a)B E b) A F ACD

10 a) Klockan tio var det 10 °C.

b) Klockan tio steg temperaturen
med 1°C/h.

11 2,0 cm/dygn
12 4

13 a) y’ = 40x”7-12x? + 12
b)y = 5e*+6e¥* +12e %
~1/2
Qy' = §—"‘—2——6x'2 =
5 g v B
2Jx X
d)y’ = 8x7 + 0,4x ¢ +
+0,2¢%%* +2*In2

14 a) 1,547 4
f/(x) — x-l/Z 5 5 .x~2/3 =

=i
I 3
6

d) -1,183
f0) = -=z+3x4

15 a) y’' = 2e*~2¢>
b) yl = gx/2
16y = -1,5x+ 7

17 ay x = In2
b)x =e?
18 ¥y’ = 5*In5

19 y/(2) = 1,15, d vsvardet pa
tavlan okade ar 2007 med hastig-
heten 1,15 miljoner ki/ar.

20y’ =3-2%In2
y = 2% = g¥in2
21 a) 323m
b) Efter 3,54 s

¢) 9,65 m/s
v(6) =s'(6) =
= 1,39 3,45 603

d) 12,15

100 - £(6)
6 s B, e 4
MG
22 3) C = 100, k = E’_Z_.%
b)C=60, k=2
23 Texy=x%+x

24 Sjunker med 0,5°C/s.
25 a) 14,3 m/s %
b) sl vae
40
30
20

1o
TIK
[ 7 7 5 i s

Cirka 7,4 m/s (Tangentens
lutning, svaret varierar med
hur tangenten dragits och
avlasning gjorts.)

26 a) -12,1
b) -12,1
¢) Ritatangenten i den punkt dar
x = 2.
d)y’(2) =-121,
y'(x) = -13,2-1n10- 10-0.2x

Hemuppgifter 3

lax=2
2 P(2,6)

b)yx, =0, x,=2

3 + Derivera.

* Bestdm x-viirden som ger att
y’ = 0.

« Gor teckentabell, bestam typ av
extrempunkter och berdkna y
for de x-virden dd y’ = 0.

* (Om funktionen ar definierad
pa ett intervall, bestdm aven
funktonsvardena i intervall-
grianserna.)

4 3
) LL__—J 3
-3

Maximipunkt: (-1, 2)
Minimipunkt: (1, -2)

5 (-1,0) och (1,0).
I de punkter dédr grafen skar

x-axeln har kurvans tangent
lutningen 4.

61<x<2
y'=0férx=1o0chx=2.
y’'>0forl <x<2.

7 -5
f/(x) = 3x?-5, som antar sitt
minsta varde -5 for x = 0.

8ay=x?

b) y = -2x
c) 7

L/

9 f’ har teckenvaxlingen
+0- for x = -2.
f7 har teckenvixlingen
-0+ forx = 2.

T

5

|

Maximipunkt: (1,7)
Minimipunkt: (-1, 3)

\ i

11 a) Maximipunkter:
(2,7) och (10, 9).

Minimipunkter:
(0,4) och (6, 3).

b) Global maximipunkt: (10, 9).
Global minimipunkt: (6, 3).

12
3

12 Storsta viarde
Minsta virde
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13 3,96
f(2,05) = f(2) + f(2) - 0,05

14 a) a, b och d.

b) [
y =1'{x)
/ X
1IN/ J
la__ b d

15 a) y = 72x-2x%

b) 0 < x <« 36

) x =18
16 22m

Nér bollen vander ér y’ = 0.
17 80 km/h
18x=5 7

Arean A = ——v(BA *-{L———-(]O—x) =

2
= 2x-2x% 0 <x <10,
x =5 ger A,,, = 50
19 Efter 30 dygn ér antalet 24.
De 6kar d& med hastigheten
1,1 insekter/dygn.

Los 0,01x% + 0,5x = 24 och
berdkna y’ for erhéllet x-varde.

20 a) f/(x) = -9 - x"10
B =-3
X

IfW=4- 2
X

1
d) = o s
) f (X) 3x

21 a) x
b) x

]
= v

= 0,366

= 500 ger

]
b
19

22 a)V
h=—T

b) A =x2+4'x-§;0,9 =
2000
X
Max da x = 10,
dvs 10cm x 10cm x 5 cm,

=x2+

23 a)y = 15¢-0405x
C = 15 och

-
k= -In 3 0,405
b) y’'4) = -1,2
Efter 4 ar avtar mangden med
hastigheten 1,2 g/4r.
24 a) 2 st
b) x = -2 och x = 2.
25 3 st (x = -0,1291; 0; 0,1291)

Zooma in nara kring skdrningen
med y-axeln.

Diagnos 5

198m
2 a) 29,6° b) 24,2° c) 40,4°

3 a) 41°, 139° ¢) Ingen losning

b) 44° d) 110°
4 a)sinv=0,8
cosv=-0,6
b) sinv = 0,8432
cosv = -0,5376
5v=694 a=0,352
6 a) 0°, 180° c) 90°

b) Ingenlosning  d) 0°
7 820m?* (818,398..)

8 51° eller 129°
Ledtrad:
Areasatsen ger

25 182- sinA _ 175.
Obs! Tvd mojliga losningar.
9 AC=80m AB=74m

10 104°
Ledtrad:
Anvand cosinussatsen. Storsta
vinkeln st&r mot storsta sidan.

11 240m (240,771..)

12 a)b)
BC = 23,5cmeller BC = 7,7 cm

Blandade dvningar kapitel 5

1 a)sinv=>
b) cosv=a
c) tanv= b/a

2 Ekvationen har dven losningen
x = 152°
Motivering:
sinx = sin (180° - x)

3 Ekvationen har ingen mer 16sning
iintervallet.
Motivering:
Ienhetscirkeln motsvaras cos v
av x-koordinaten for punkt P
dé radien OP har vridits v grader.
Det finns bara en vinkel i inter-
vallet ddr x = 0,47 i punkt P,

4 Nej, punkten ligger inte pé cirkeln
den ligger innanfér cirkeln.
Motivering:

Dé x = 3 och y= 0 séttsini
cirkelns ekvation far vénsterledet
vérdet 8.

1
5 a) sinv=—J§
b) 2
SV = ==
co E ,
c) sin(90° —-v) = :7_; ,
d) cos(180° -v) = -f

6 cos 100°, sin 165°, sin 24°
Motivering:

I enhetscirkeln ligger vinkeln
100° i 2:a kvadranten och dér
dr cosv < 0.

sin 165° = sin (180° - 165°) =
= sin 15°

Iintervallet 0° <v < 90° ar
sinv > 0, och sin v okar

déa v okar.

7 Den motstdende kateten till
vinkeln B ar narliggande katet till
vinkeln C.
sin B =b/a och cos C = b/a

8 Anviand t ex cosinussatsen.

10 a) Ledtrad:
Anvénd cosinussatsen pé
AABD och pd ABCD och sitt
de tvé uttrycken pé (BD)?
lika.

b) cosA = 1/31
11 AB=66cm
12 Storsta vinkeln ar 91°,

13 BC = 7,7 cm eller
BC=24cm (23,5).

14 38 minuter
1517m
16 tan 22,5° = {2 -1

17 a) - d): Summan blir alltid 1

e) Bevisa med hjalp av enhets-
cirkeln.

18 a) 280 cm? (275,7...)
Ledtrdad:
En diagonal delar parallello-
grammen i tvd kongruenta
trianglar.

b) Mellan 180 cm? och 360 cm?
Ledtrad:
Anvind areasatsen pé en av
trianglarna. Virdet p4 sin v
varierar mellan 0,5 och 1.
(sin 30° = sin 150° = 0,5 och
$in 90° = 1).

¢) Arean = absiny
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