Tentamen: Losningsforslag

Torsdag 18 augusti 2016 08:00-13:00
Differential- och integralkalkyl II, del 2, SF1603, Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel ar tillatna.
Max: 40 poang

1. (4 poéng) Lat

1, y>at
fl@y)=41,  y<0,
0, annars.

Bestédm foljande gréansvarden eller visa att det givna gransvérdet inte existerar:
@ lim )

Lésning: Punkten (0, 1) ligger i det inre av omradet y < 2*. Speciellt &r f(x,y) =
1 i en omgivning av (0,1). Det féljer att lim, ), 0,1) f(7,y) = 1.

Svar: 1.

(b) (x,ygg%,s)f(w,y)

Lo6sning: Punkten (2,3) ligger i det inre av omradet dir f = 0 eftersom 3 <
24 och 3 > 0. Speciellt dr f(z,y) = 0 i en omgivning av (2,3). Det foljer att
lim ) (0,1) f(,9) = 0.

Svar: 0.

() (w,yglgzovo)f(:v,y)

Losning: Punkten (0,0) ligger dar omradena med f = 0 och f = 1 mots, vilket
innebar att gransvardet inte existerar. Vi kan bevisa detta tex som foljer: For
restriktionen av f till z-axeln har vi

f(z,00=1—1 da =z —0.

A andra sidan, for restriktionen av f till kurvan y = z*/2 har vi (eftersom 0 <
x/2 < )
2
f(m,;) —0—=0 di z—0.

Eftersom dessa tva gransviarden ar olika sa foljer att f saknar gréansviarde da
(z,y) = (0,0).
Svar: Griansvardet existerar inte.

2. (4 poédng) Bestam en ekvation for tangentplanet i punkten (m, 1,4m7) till ytan z =
f(z,y) dir f(x,y) = 4xy® + sinz.
Lésning: Vi har f.(z,y) = 4y? + cosx och fy(x,y) = 8xy, sa for (z,y) = (7, 1)

finner vi

f(m, 1) = 4, fi(m 1) =4+ cosm =3, fo(m, 1) = 8.



Tangentplanet i punkten (a,b, f(a,b)) ges av
2= f(a,b) + fo(a,b)(x — a) + fy(a,b)(y — b).
Sétter vi in (a,b) = (m, 1) ger detta
z=4r 4+ 3(x —7) +8n(y — 1),

eller forenklat z = 3z 4 8wy — 7.
Svar: z = 3x + 8y — Tr.

. (4 poéng) Lat
a = af(t), b=0b(t), c=c(t),

beteckna ldangden, bredden och héjden av en rektanguldr box vars dimensioner
beror av tiden t. Vid en given tidpunkt géller att a = 1 m, b = 2 m, ¢ = 3 m,
%:%zlm/soch%:—?)m/s.

(a) Med vilken takt foréndras boxens volym vid den givna tidpunkten?

Losning: Lat V = abc vara boxens volym. Kedjeregeln ger

ﬂ = %bc—i—a@c—i— ab@
dt — dt dt dt’

Satter vi en de givna vérdena finner vi att vid den givna tidpunkten géller

dv
E:1-2-3+1~1-3+1-2~(—3):3m3/s.
Svar: 3 m3/s.
(b) Lat D = Va2 + b2 + ¢2 vara lingden av en av boxens inre diagonaler. Okar

eller minskar D vid den givna tidpunkten?
Losning: Kedjeregeln ger

at ~ D\"ar " at Tt )
Vid den givna tidpunkten ger detta

dD 1 6
- (1-142-143-(=3)=—— m?’/s.
@ iTipol ttEese3) m'/s

Da vérdet ar negativt betyder det att D minskar.
Svar: D minskar vid den givna tidpunkten.

. (4 poéing) Bland alla punkterna pa grafen till funktionen z = 10— 22 —y? som ligger
ovanfor planet x 4+ 2y + 3z = 0, bestdm den punkt som ligger pa storst avstand
fran planet.

Losning: Den del av grafen som ligger ovanfor planet bestar av punkterna

{(a:,y,l()—:v2—y2)\(x,y) GD}



dar D ar ellipsskivan

1O—x2—y22

D= {(x,y) € R?

T+ 2y
3 .

Eftersom N = %4(1, 2,3) ar en enhetsnormal till planet foljer att avstandet d(x)

fran en punkt x = (x,y, 2) till planet ar

dx)=x-N= (x+ 2y + 32).

2~
o

Vi vill saledes maximera funktionen

1
f@,y) == d(z,y,10 — 2% — y*) = —= (= + 2y + 30 — 32* — 3y?)

V14

over omradet D. Pa randen 9D av D ar f = 0. Alltsa antar f sitt maxvérde i en
kritisk punkt i det inre av D. Da

Viz,y) = (1—6x,2 - 6y)

N

foljer att den enda kritiska punkten &r (z,y) = (1/6,1/3). Punkten pa grafen som

ligger ovanfor (1/6,1/3) har z-koordina

N2 /102 5 355
=10-(5) —(3) =10-5%=%
=105 3 0=36~ 36

-+

Alltsa ar

( )_(1 1 @)
x’:y"z - 6’37 36

den sokta punkten.

Svar: (%, %, %)

. (4 poiing) Lat u(x,y, 2) vara en 16sning till Laplaceekvationen Au = 0 i R3.

(a) Om u(z,y,2) = f(r) dar f(r) bara beror pa avstandet r = /a2 + y2 + 22 till

origo, sa uppfyller f(r) en ordinér differentialekvation. Bestdm denna ekvation.

Losning: Detta &r Exempel 10 pa s. 201 i Persson & Béiers. Om vi betraktar
r =r(x,y,z) som en funktion av (z,vy, z) sa ger kedjeregeln

or x
W= )5t = 1),
dar vi har anvant att % = ©. Ytterligare en derivering ger
or x 1 x Or
Upe = f(r) 5= + f’(r); - f’(T)ﬁ%
2

x? 1 x?
= f”(r)ﬁ + f/(r); - f/(r)ﬁ = f"(r)= + f'(r)

oxr

Pa samma satt fas

2 2
=y "o

yQ
iy = 1'% + 1)



Addition av ovanstaende uttryck ger

x2+y2+22 3T2—:p2—y2—z2

Au = f"(r) 5 + f'(r)

2
! p = 1)+ 10>

Alltsa uppfyller f(r) den ordinéra differentialekvationen f”(r) + % f'(r)y=0.
Svar: f"(r)+2f'(r)=0

(b) Bestdm den allménna radiella (dvs som bara beror av avstandet r till origo)
l6sningen till Laplaceekvationen i tre dimensioner genom att l6sa ekvationen for

f(r).
Losning: Later vi g(r) = f/(r) kan ekvationen f”(r) + 2 f'(r) = 0 skrivas

d 2 d 2d
9y Zg=0 dvs Y=_2T
dr r g r

Integration ger

B
Ing=—-2Inr+A4 dvs g¢g(r) =,

dar A, B ar konstanter. Ytterligare en integration ger

f)=S+D,

dar C, D &r konstanter, dvs den allménna radiella 16sningen ar

C
w(x,y,2) = ———==+D.
( ) Va2 +y? + 22
Svar: —Y 4+ D, dir C och D &r konstanter.

Vatyitz?
. (4 poéng) Berdkna

// e 2 dxdy
D

dar D ar omradet x > 0, y > 0, 2z + 3y < 6.
Losning: Detta ar uppgift 6.11 i 6vningsboken. Omradet D kan uttryckas som

D:%LMGW

-2
0<z<3 0<y<® . ‘””}

vilket ger

3 pi2e 31,223y %
// e 23 dxdy :/ / ’ e 2 dydx :/ [6 ] dx
D o Jo 0 =3 1,0
3 p—2z—(6—22) _ 2= 3 6 e—2%
= dr = - — d
/ =3 = (- )e

2273 _ _
—66—1—[6 21 ¢ ef 1 1-7e 6.

0 6 ' 6 6

Svar:




7. (4 poing) Berikna flodet av vektorfiltet F = (y?, 22, y?) genom ytan
Y ={(z,y,2) R’ 3w +y+2=2, 2" +y° <1},

orienterad sa att normalen har positiv z-koordinat.

Losning: Ytan Y bestar av den del av planet 3z + y + z = 2 som ligger ovanfor
enhetsdisken D = {(x,)|z? + y? < 1} och har parameterframstillningen

r(x,y)=(x,y,2—33:—y), (ﬂj‘,y)ED.

Vi har
/ / / /
r, = (1,0,-3), r, = (0,1,-1), r, X1, =(3,1,1).

Vektorn ri, x rj, har positiv z-koordinat. Alltsa ges flodet av

] 7as= [[ B <)oy

— [] w3007 31, 1oy
= //D(ély2 + 2z — 322 — 2y)dxdy.

Vi byter till polara koordinater vilket ger

2m 1
// F.-dS = / / (472 sin? o + 2r cos ¢ — 312 cos® ¢ — 12 cos @ sin @) rdrdy
Y o Jo

1 2w
B </ 7"3d7“> (/ (4 sin® -3 cos? ¢ — cospsin SO)dSO)
0 0

. [T];(m —3m) = =

dar vi har anvant identiteterna
27 27
/ cos pdyp = / cos @ sinpdy = 0
0 0

och
2m 2m
/ cos? pdp = / sin? pdp = .
0 0

. T
Svar: 1

8. (4 podng) Lat Y vara den sfériska kalotten

22 +y? 4 22 =4, z > 1.

(a) Ge en parameterframstéllning av Y.

Losning: Detta ar uppgift 8.16 i dvningsboken. Vi anvander sfariska koordinater
som ges av
(x,y,z) = (Rsinf cos p, Rsinfsin ¢, R cos0).



For den givna kalotten har vi R = 2, 0 < ¢ < 27 och 0 < 0 < Oy, dar Opas

bestams av 2 cos Oppaz = 1, dvs Opar = 3.

Svar: r(0,¢) = (2sinf cosp,2sinfsinp,2cosf), 0 <0 < 5, 0 < < 27,
(b) Bestdm en normalvektor till Y.

Loésning: Y &r en del av en sfir sa r = (x,y, z) dr en normalvektor till Y.
(c) Berdkna arean av Y.

Losning: Areaelementet pa en sfar ges i sfariska koordinater av (se s. 307 i Persson
& Boiers)
dS = R?sin §dfdep.

Alltsa finner vi

2r % z
Area(Y) = / / ds = / / * 92 5in §dfdyp = 8x / * sin0do
Y 0 0 0

x 1
= 87[— cos b :87r< 3 +1> = 4.

Svar: Arean av Y ar 4r.

(d) Berdkna arean av

22 +y? + 22 = R?, 2> h, 0<h<R.

Losning: Ytan har parametriseringen
r(f,p) = (Rsinf cos ¢, Rsinfsin ¢, Rcosb), 0 <0 <arccos(h/R), 0<¢ <2,

sa vi erhaller
2w parccos(h/R) arccos(h/R)
Area = / / R%sin 0dfdyp = 2r R* / sin 6d6
0 0 0

= 27 R2[— cos ]2 H) 27rR2( - % + 1) = 2rR(R — h).

Svar: Arean ar 2rR(R — h).

. (4 poiing) Lat ¥ C R3 vara sfiren med radie 1 centrerad i punkten (0,0,1). Lat

K C R3 vara den kropp som begrinsas uppat av konen z = 5—— och nedat av
Y. Bestam volymen av K.

Losning: Lat (r,p,2) dar r = /22 + y? vara cylindriska koordinater. Sfaren %
bestar av de punkter (z,y, z) som uppfyller

Pr(z—12%=1 dvs z=1++1—-12

dar plustecknet svarar mot 6vre och minustecknet mot nedre halvan av sfiren.

/2 2
E;y = % skar den nedre halvsfaren. Alltsa skar sfaren och konen

4
g:l—\/l—r2 dvs rz()ellerr:g.

Konen z =
varandra da

6



10.

Det foljer att projektionen av K pa xy-planet dr disken 0 < 7 < %. Uppat avgransas
K av z = § och nedat av z = 1 — v/1 — 72, Detta ger

2 4
Volym(K) = / /5 <; —(1=+v1- r2))rd7'dcp
0 ; p
(2—r+r\/1—r2 d

:27'('/
0

6 2 3 —0

. (3)? B (3)? - (3)%)3/2 +}
6 2 3 3

_dn

75

47

Svar: Volymen av K ar =.
(4 poiing) Bestim de bada punkterna pa ellipsen 522 + 4xy + 8y? = 45 som ligger
narmast origo.

Lésning: Vi vill minimera f(z,y) = 22 + y? under bivillkoret g(x,y) = 0, dér
g(x,y) = 5z + dzy + 8y — 45.

Eftersom
Vf=(2z2y), Vg = (10z + 4y, 4z + 16y),

kan Lagranges ekvation V f = AVg skrivas

2z = A\(10x + 4y),
2y = \(4x + 16y).

Genom att eliminera A ser vi att

2z 2y

0z 14y dr ey V¢ w@r+8y)=y(5e+2y)

Forenkling ger
3
x2+§$y—y2:0.

Alltsa ér y = 2z eller y = —3. Vi sitter in dessa bada losningar i bivillkoret
g(z,y) = 0. I fallet y = 2z ger bivillkoret att

502 +4x(22) +8(22)* =45 dvs 2% =1.

Alltsa finner vi de tva mojliga extrempunkterna (z,y) = (1,2) och (z,y) = (=1, —-2).
Bada dessa punkter ligger avstandet /5 fran origo. I fallet y = —3 ger bivillkoret
att

2
5x2+4x<—%)+8<—§) =45 dvs z°=09.
3

Alltsa finner vi de tva mdjliga extrempunkterna (z,y) = (3,—3) och (z,y) =
(=3, %) Men bada dessa punkter ligger avstandet %\/5 fran origo, alltsa ligger de

7



langre fran origo &n punkterna (1,2) och (—1,—2).
Svar: Punkterna (x,y) = (1,2) och (z,y) = (—1, —2) ligger nérmast origo.

Alternativ 16sning: I de roterade variablerna u = 2z — y och v = z + 2y sa har
ellipsen ekvationen

4u? + 9v? = 15%,
Detta ar en ellips med den langa halvaxeln langs u-axeln och korta halvaxeln lings

v-axeln. Om u = 0, sd #r (3v)? = 152, dvs v = £5. Alltsd ligger punkterna
(u,v) = (0,£5) ndrmast origo. I zy-systemet har dessa punkter koordinaterna

(xvy) - (172) och (x,y) - (_17 _2)



