SF1669 Matematisk och numerisk analys IT
Losningsforslag till tentamen 2016-08-18

DEL A

1. Lat D vara det omrdde ovanfor x-axeln i zy-planet som begrinsas av cirkeln 22 + 2 = 1

samt linjerna y = —z och y = v/3z. Beriikna z-koordinaten av masscentrum for D som
ges av
[,z dzdy
[[, dxdy
(4 p)

Losningsforslag. 1 polira koordinater beskrivs omradetav 0 < r < loch7/3 < 6 < 37/4.
Vi beriknar tidljaren som

1 p3m/4 P31t 1(v2 V3 V2 -3
_ ) _ | . 371'/4:_ V& VO T
//Dxda:dy /0 /7r/3 < cos 6 dfdr [3]0[sm9]ﬂ/3 3 ( 5 5 5

och vi far namnaren som

L 3/ P21t 1 /3n =« 5%
drdy = dodr = |—| [/ == (22 -2 ) =22,
//D o /o/w/g e {2]0””/3 2(4 3) 21

Dirmed ges x-koordinaten av masscentrum for D av

VIi-V3 24 _4(v2-V3)
6 51 57

4 _
Svar. z-koordinaten for masscentrum for D ar M
T
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2. Berikna kurvintegralen

/xydm—gfdy
c

ddr kurvan C' dr den medurs orienterade triangeln med hornpunkteri (0, 0), (3, 0) och (0, 4).
(4p)

Losningsforslag. Vi kan anvinda en parametrisering av kurvan i tre delar och far da ry(¢) =
(0,4t),0 <t < 1,ra(t) = (3t,4(1 —1)),0 < t < Lochrs(t) = (3(1 —1),0),0 <t < 1.
Genom detta blir kurvintegralen

1

(0, —16t%) - (0, 4) dt+/1(12t(1 — 1), —16(1 — 1)) - (3, —4) dt+/1(0,0) - (=3,0)dt

S~

1
:/ —64t% + 36t(1 — t) + 64(1 — t)* dt

1

0
1 2 3
362 36t
/ 36t — 36t% dt = [———} =18 —12 =6.
0 2 3 0

Vi kan ocksa anvdnda Greens formel som ger oss kurvintegralen som en dubbelintegral
over omradet D som begrinsas av triangeln C'. Eftersom kurvan &r negativt orienterad far
vi

3 pd—dz/3 3
/ vy de —y* dy = // (x —0)dedy = / / z dydx = / [my]é*4x/3 dx
c D , Jo Jo 0
4 4 x? 4 (27

3 31.2
/035”(3 z)dz 3[2 310 3(2 9> 8 0

Svar. [, zyde —y*dy =6
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3. Lat f(z,y) =e"Y —x +y+ xy.

(a) Visa att origo dr en kritisk punkt till funktionen f. 2p)
(b) Ar origo ett lokalt minimum, ett lokalt maximum eller ingetdera till funktionen f?
2p)
Losningsforslag.

(a) For att kontrollera att det dr en kritisk punkt beréknar vi gradienten som dr grad f(x,y) =
(e"¥—1+y, —e*Y+1+z) ochgrad f(0,0) = (e*°—140, —*2+1+0) = (0,0).
Alltsa dr origo en kritisk punkt.

(b) Vi beridknar Taylorpolynomet av ordning tva kring origo genom att ocksa berikna
andraderivatorna. Vi har

2 2 2
a_f — eazfy7 0 f = —e*V 4 1, ﬂ = ¥ Y
0x? 0xy 0y?

, vilket 1 origo ger )
of 00 of
Ox? (0,0) =" =1, Oxdy

Alltsa ges Taylorpolynomet av

(0,0) = —""4+1=0,

plz,y) =1+ % (* + %)

vilket visar att origo #r ett lokalt minimum eftersom p(z,y) > 1 for alla (x,y) # (0,0).
Vi kan ocksé anviinda Taylorpolynomet i en variabel for e! som dr 1 + ¢ + t2/2 for att
snabbare komma till

— )2 2 2
%—x%—y#—xy:l%—x ;y .

plr,y) =1+ (r —y)+

Svar.
(b) Origo ir ett lokalt minimum.
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DEL B

4. Lat f(x,y) = xg(x+2y) ddr g dr en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion. Visa att
0 f B 0 f N 10%f _g
oz Oydx 40y?

4p)

Losningsforslag. Vi beridknar de partiella derivatorna med hjélp av kedjeregeln och far
of
oz
samt andraderivatorna
0 f
0a?

och

0
= g(z +2y) + zg' (v + 2y), a—i = 2zg'(v + 2y)

o0 f
0xdy

=g (x+2y) +¢'(z +2y) + 29" (x + 2y), =2¢'(z + 2y) + 2z¢" (x + 2y)

0% f

—= =dxg"(z + 2y).

e 9" (z + 2y)
Vi sitter nu in dessa i uttrycket

2f  Of  10%f

0z Oydr = 40y? .
= (29'(z +2y) + z¢"(x + 2y)) — (2¢'(z + 2y) + 224" (z + 2y)) + 1 dxg" (x4 2y) =0,

vilket skulle visas.
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5. En kurva i planet parametriseras av
r(t) = (t* cost, t* sint),

dart > 0.
(a) Berikna hastigheten 1’(¢) och farten [r'(¢)| for ¢t > 0. 2p)
(b) Berikna kurvans baglingd fran punkten r(0) till punkten r(2). 2p)
Losningsforslag.

(a) Vi deriverar for att fa hastigheten
r'(t) = (2t cost — t*sint, 2t sint + ¢ cos t)
och farten ges av beloppet av detta. Vi far
lt'(t)|> =t*(4cos®t — 4tsintcost + t2sin?t)
+t2(4sin?t + 4t sint cost + t% cos® t)
=417 + 1 = 12(1? + 4)
dir vi har anvint trigonometriska ettan cos®t + sin?t = 1. Dirmed ir |r'(t)| =
tvt?2 + 41och med att t > 0.

(b) Kurvans baglidngd ges av integralen av |r/(t)| 6ver intervallet, alltsa av
2 5 \
1
/ r()]dt = / tVa+ 2 dt = [5(4 n tz)s/z]
0 0 )

82 42 16v2-8  8(2v2-1)
3 3 3 B 3

Svar.
(a) Hastigheten &r r'(t) = (2tcost — t*sint,2tsint + t* cost) och farten &r |r'(t)| =

V2 + 4.

8(2v2 -1
(b) Bagliangden ar %
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1 1 1 g2 y?
P = —— | dxd
2102 /0 /_1 P ( 202 ) v

som ger sannolikheten att tv oberoende normalfordelade slumpvariabler med varians o2
liggeriomradet 0 <z <1,-1<y < 1.

(a) Skriv en Matlab-funktion som approximerar P med trapetsregeln i tva dimensioner
nir o = 0,5. Funktionen ska ta antal punkter M 1 z-led och antal punkter N i y-led
som input. GBp

(b) Vi vill nu berikna P med ett fel mindre in toleransen 7 = 107°. Skriv ett Matlab-
program som gor detta genom att anropa funktionen i deluppgift (a) flera ganger.

(1p)
Observera att 1 dessa uppgifter ska inte Matlabs inbyggda funktioner for integration
anvindas.

6. Betrakta integralen

Losningsforslag. Nedanstaende Matlab-funktion approximerar P med trapetsregeln i tva
dimensioner for givna viarden pa M och V.

$——— PP.m2 ———————
function P = PP (M,N);
sig = 0.5;

fkn = Q(x,y) exp(—(X.A24+y.A2)/2/sigN2)/2/sigN\2/pi;

dx=1/M;

dy=2/N;

x=[0:M]*dx;

y=—1+[0:N]x*dy;

% GOr trapetsregeln i x-led, en fdr varje varde pad vy.

F=0; % Blivande funktionsvarden i y-led.

for j = 1:(N+1);
f=feval (fkn, x,y (J)); Berdkna alla funktionsvarden

i en rad, dvs fixt vy.

F(j)=dx*x(sum(f)-(£(1)+£f(end))/2); % Trapetsregeln

end;

% GOr nu trapetsregeln i y-led:

P = dy*(sum(F) - (F(1) + F(end))/2);

end

o\

o\

Det ger tex PP (10, 20) ~ 0.45485.

Vi kan uppskatta felet i P som skillnaden mellan P berdknad med M, N och P beridknad
med 2M, 2N, dvs P berdknad med halverad steglingd. Vi dubblerar déarfor M, N succes-
sivt till dess att skillnaden &r mindre 4n 7. I Matlab blir det
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%$- pPtol.m—— -———1—"1-"H-—1H+"-1H—-"-----"--"-—--—
tau = le-6;
M=10; N=20;

PO = 1; % dummy
P1 = PP (M,N);

while (abs (P1-P0)>tau)

M = Mx2;

N = N=*2;

PO = P1;

P1 = PP (M,N);
end
Pl

Det ger P ~ 0.455535.
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DEL C

7. Visa att om x, y och z uppfyller att z > 0,y > 0, 2 > 0 och x 4+ 2y + 3z < 3 sa maste
zyz < 1/6. (4 p)

Losningsforslag. Ett sitt att visa olikheten dr genom att anvinda Lagranges metod for att
finna maximum f6r funktionen f(z,y,z) = xyz under de givna bivillkoren. Gradienten
ir (yz,xz, xy) som dr noll bara pa koordinataxlarna dir ocksé funktionens virde &r noll.
Dessa punkter kan inte vara kandidater for maximum i och med att funktionen antar posi-
tiva viirden i omradet. Observera att funktionen f #r kontinuerligt deriverbar i hela R3 och
att omradet som beskrivs av olikheterna dr kompakt. Det betyder att det maste finnas ett
maximum for funktionen och att detta maximum antingen &r en inre kritisk punkt eller en
punkt som ligger pa randen.

Vi ser darfor pa randen. Den bestar av fyra triangelformatde delar, varav tre ligger i ko-
ordinatplanen dir funktionens vérde ér noll. De enda aterstaende kandidaterna dr punkter
i planet x 4+ 2y + 3z = 3 och vi anvédnder didr Lagranges metod som séger att gradienten
till f ska vara parallell med gradienten till bivillkoret, (1,2, 3) i en lokal extrempunkt.

Vi far ekvationssystemet yz = A\, xz = 2\ och xy = 3\. Eftersom A\ = 0 ater ger
funktionsvérde noll kan vi anta att A # 0 och vi far da © = 2y, 3z = x. Nir vi sitter in det
i bivillkoret far vi z + = + x = 3, dvs © = 1, vilket ger y = 1/2 och z = 1/3. Detta dr den
enda aterstaende kandidaten for en maxpunkt for den kontinuerliga funktionen f(x,y, 2)
pa det kompakta omradet som ges av olikheterna.

Dérmed har vi visat att zyz < 1-(1/2) - (1/3) = 1/6 i hela omradet som ges av
olikheterna.
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8. Lat v; = (z,,y;), ddr j = 1,2,...,n, vara n vektorer i R? vars komponenter ir osikra,
alla med samma absoluta felgrans F. Summan av vektorerna uppskattas till (4, 3), dvs

vj=i+E,  y=g+E V= (E0), Y. V=43
j=1
Uppskatta osdkerheten i vektorsummans euklidiska lingd L,
L=[V], V=) v,
7j=1

som funktion av n och F. 4 p)
Losningsforslag. Vi har

L(wl,...,xn,yl,...,yn):\/(x1+---+xn)2+(y1—|—~--—|—yn)2.

och

ai[)j N L ’ 8_% N L
Vi evaluera L och dess derivator for de approximativa viardena
I—vEig—y L _Titetd 4 0L it 3
Felfortplantningsformeln ger da

n

E+)

j=1

oL
dy;

4 3 7
FEF=-nF+ -nE =-nFE.
5n +5n 5n

Svar.
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9. Lat F vara vektorfiltet
F(z,y,z2) = (z -2,y + 1,2 —1)

och 1t Cp vara en orienterad sldt kurva som borjar i origo och slutar i punkten P =
(0, Yo, 20)- Bestdm den punkt P som ligger ldngst fran origo och som uppfyller

/ F.dr=09.
Cp

Losningsforslag. Vektorfiltet dr konservativt med en potential som ges av
—2)2 1) —1)2
(-2 @+ (-1
2 2 2
vilket gor att integralen fran origo till (xg, yo, 2) blir

(20 — 2)? n (yo +1)? n (20 —1)* 3.
2 2 2

Villkoret pa integralens virde blir dirmed

(0 — 2)° . (yo + 1)° n (20 — 1)°

2 2 2

och vi soker den punkt som ligger ldangst fran origo och som uppfyller detta villkor. Enligt
Lagranges metod behover vi ha att gradienterna for malfunktionen 2 + y2 + 22 ska vara
parallell med gradienten for bivillkoret i denna punkt. Detta ger (2x¢, 2yo, 229) = A(xg —
2,90 + 1, z9 — 1) vilket vi kan skriva som

(Io, Yo, ZO) = (2/’L7 — K, M)
ddr u = A/(\ — 2). Ndr vi sitter in detta i bivillkoret far vi
2u—2?  (—p+1)?  (p—1)
2 + 2 * 2

4 p)

O(z,y,2) =

®(x07y0720) - CD(ana O) =

=12

=12

dvs

3u—172=12 +— pu=1+2
Alltsa far vi de tva 1osningarna (xo, 4o, 20) = (6, —3,3) och (o, vo, 20) = (—2,1,—1),
varav den forsta ligger langst fran origo.

Svar. P = (6,—3,3) dr den punkt som ligger ldngst fran origo och uppfyller villkoret.




