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Loopinvariant

En loopinvariant ar ett enkelt men #nd§ kraftfullt verktyg for att bittre forstd
slingor (while- och for-satser). En vil vald loopinvariant ir till nytta bade nir
man skriver programmet, nir man testar det och nir man modifierar det. En
loopinvariant fungerar dessutom som dokumentation och kan utgtra grunden for
ett korrekthetsbevis.

Exempel 1: summa
Ett enkelt exempel far illustrera hur loopinvarianter fungerar.

/**
* Returnerar summan 1 + 2 + vovo +n, dar n >= 1,
*/
public long sum(int n) {
long sum = 0;
int 1 = 1;
while (i <= n) {
// Invariant: sum =1 + 2 + .., + (1 -1
sum += i:
i++;
}

return sum;

En invariant 4r ett p&stdende om variablerna i ett program som 4r sant varje gdng
programmet passerar invarianten. I det hir avsnittet kommer vi speciellt att titta

pé loopinvarianter: invarianter som stir i borjan (eller slutet) av en slinga. En bra
loopinvariant har féljande tre egenskaper.

» Initiering: Loopinvarianten méste vara sann innan vi exekverar slingan
forsta gdngen. Detta stimmer i exemplet ovan eftersom sum = 0ochi = 1i
detta fall. (Den tomma summan &r noll.)

= Uppdatering: Om invarianten 4r sann i en iteration av slingan s& miste
den vara sann dven i nista iteration. Om vi i exemplet ovan antar att
loopinvarianten r korrekt i den i:te iterationen sa kommer den dven att vara
sann dven i nésta iteration eftersom vi adderar i till summan och dérefter

Okar i med 1.

= Avslutning: Nir loopen avslutas si ska loopinvarianten siga nagot
anvindbart som hjilper oss att férsts algoritmen. I exempelt ovan siger
loopinvarianten attsum = 1 + 2 + .., + njust innan slingan avslutas, dvs
precis det som behdvs for att metoden ska vara korrekt.

De tre stegen ovan &r i sjélva verket ett induktionsbevis som visar att
sum = 1+ 2 + ... + nndr programmet ldmnar slingan.

Exempel 2: max
I ndsta exempel anvinder vi en loopinvariant redan nir vi designar algoritmen.
Vi borjar med foljande kodskelett.

/**
* Returnerar det maximala virdet i vektorn V.
*7
public int max(int[] v) {
int max = ,,, :



for (int i = 0; 1 < v.length; 1i++) {
// Invariant: max = max(v[0], v[1], ..., v[i-1])

}

return max;

s

Invarianten verkar vara vil vald: den uppfyller ju den tredje egenskapen
(avslutning) eftersom den sager att variabeln max = max(v[0], v[1], ...,
v[v.length-11) nir slingan avslutas.

Den forsta egenskapen (initiering) kan vi forsoka uppfylla genom att att tilldela
max ett limpligt startvirde. Det visar sig svart eftersom det dr oklart hur man
definierar maxvirdet av en tom vektor. Vi har hittat en potientiell bugg i
programmet redan innan vi har skrivit koden! Det finns flera 16sningar. Jag véljer
att indra metodens kontrakt:

/**
* Returnerar det maximala vardet i vektorn v, dar v.length > 0.
*
* @throws IllegalArgumentException om v.length = 0.
*y
public int max(int[] v) {

if (v.length == 0)

throw new IllegalArgumentException("v.length = 0");

int max = . ;
for (int 1 =1; 1 < v.length; 1i++) {

// Invariant: max = max(v[0], v[1], ..., v[i-11)
i

return max,;

}

Nu ir det litt all 16sa problemet. Om vi later max = v[0] och startar slingan med
i = 154 irloopinvarianten uppfylld forsta gdngen vi kommer in i slingan.

Nu aterstar bara att skriva koden inuti slingan. Ndr vi gor det s& kan vi utgd frdn
att loopinvarianten gdller i borjan av slingan. Egenskap tvd (uppdatering) sdger
namligen: Om invarianten dr sann i en iteration av slingan s méste den vara
sann dven i nista iteration. Den firdiga metoden ser da ut s& har.

/**
* Returnerar det maximala vardet i vektorn v, dar v.length > 0.
*
* @throws IllegalArgumentException om v.length = 0.
*y
public int max(int[] v) {

if (v.length == 0)

throw new IllegalArgumentException("v.length =0");

int max = v[0]
for (int i = 1; 1 < v.length; i++) {
// Invariant: max = max(v[0], v[1], ..., v[i-1])
if (v[i] > max) {
max = Vv[i];
1
}

return max;

Exempel 3: inséttningssortering



/**
* Kastar om ordningen pa elementen i vektorn v s& att
* v[0] <= v[1] <= .,, <= v[v.length-1].
i
public void sort(int[] v) {
for (int j = 1; j < v.length; j++) {
// Invariant: delvektorn v[0..j-1] bestar av
// samma element som ursprungsvektorn v[0.,j-1]
// men 1 sorterad ordning,
int key = v[j];
int i =3 -1;
while (i >= 0 & v[i] > key) {
v[i+1] = v[i];
T
}
v[i+1] = key;

}

For att uppnd egenskap tre (avslutning) s behver vi en loopinvariant som siger
att elementen ar sorterade och att det dessutom dr samma element som i
ursprungsvektorn.

Viborjar med att kontrollera den férsta egenskapen (initiering). Vi kan anta att
vektorn innehaller minst tvd element eftersom for-loopen annars inte exkeveras.
(Det beh&vs inte heller eftersom en vektor med o eller 1 element alltid 4r
sorterad.) Innan slingan exekveras séger loopinvarianten att "delvektorn v[o..1-1]
bestdr av samma element som ursprungsvektorn v[0..1-1] men i sorterad
ordning." Detta péstiende 4r sant.

For att verifiera egenskap tvd (uppdatering) méste vi titta lite nirmre pé koden.
Vi antar att loopinvarianten haller (dvs v[0..j-1] ir sorterad) och behdver bara
kontrollera att koden sétter in elementet v[j] pé ritt plats i delvektorn v[0. .j].
Detta sker genom att man flyttar alla element v[j-11, v[j-2],... som ir stérre
dn v[j] ett steg till hdger och dérefter sétter in v[j] pé sin ritta plats.

Om man vill s& kan man naturligtvis anvinda en loopinvariant dven for att
kontrollera att koden i while-loopen &r korrekt. Det kan vara en bra 6vning.
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