Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2016
Uppgifter till 6vning 3

Dekomposition och dynamisk programmering

Max och min med dekomposition I vektorn v[l..n] ligger n tal. Konstruera en dekomposi-
tionsalgoritm som tar reda pa det storsta och det minsta talet i v. Algoritmen ska anvinda
hogst [3n/2] —2 jamforelser mellan v-element. Antalet tal i v behdver inte vara en tvapotens.

Matrismultiplikation Strassens algoritm multiplicerar tva n x n-matriser i tid O(n?8%) genom
dekomposition i 2 x 2-blockmatriser. Anledningen till att Strassens algoritm gar snabbare
dn O(n?) &r att den gor sju multiplikationer istéllet for atta for att bilda produktmatrisen.

En annan idé &ar att gora dekomposition i 3 x 3-blockmatriser istédllet. Viggo forsokte for
ett par ar sedan hitta det minimala antalet multiplikationer som krévs for att multiplicera
tva 3 x 3-matriser. Han lyckades néstan komma fram till 22 multiplikationer. Om han hade
lyckats, vilken tidskomplexitet hade det gett fér multiplikation av tva n x n-matriser?

Majoritet med dekomposition Indata &r i denna uppgift en array A med n element. Konstrue-
ra och analysera en algoritm som tar reda pa om nagot element i arrayen A &r i majoritet, det
vill séga forekommer mer &n n/2 ganger, och i sa fall returnerar det. Algoritmen ska vara
en dekompositionsalgoritm och ha tidskomplexiteten O(nlogn). Enda tillatna jamforelse-
operationen pa element i A &r =. Det finns alltsé ingen ordningsrelation mellan elementen.

Mobil Konstruera en algoritm som balanserar en mobill Mobilen beskrivs som ett bindrtrad.
Léven motsvarar kulor som hénger underst i mobilen. Inre noder motsvarar tunna raka
pinnar i vars &ndar ar fastknutet tradar som sénerna hénger i. Indata ar ett binédrtrad med
vikter i noderna. Vikten i varje 16v &r motsvarande kulas massa. Vikten i varje inre nod ar
motsvarande pinnes ladngd i cm. Resultatet av algoritmen ska vara samma bindrtrad men
dér det i varje inre nod ocksa star hur méanga centimeter fran vinstra &ndpunkten traden
som féster pinnen i ovanforliggande pinne ska sitta fér att mobilen ska bli balanserad.

Talf6ljder Anta att du har fatt rekursionen for en talféljd presenterad for dig. Skriv pseudokoden
for en dynamisk programmeringsalgoritm for att berdkna S;, om

a)
g { 1 omn =0,
"7 2(Sp—1)+1 annars.
b)
4 omn =1,
Sy = 5 omn =2,
max (Sp—1,Sn—2,50-1 — Sp—2 +7) annars.

4 omn=1,
Sp = 5 omn =2,
max (Sy—2,S,—1 — Sp—2 +7) annars.

Skriv ned de 7 forsta talen. Vad behover man spara under berdkningens gang?

10



Generaliserade talféljder
a) Tvadimensionell rekursion utan indata

Givet foljande rekursion, konstruera en algoritm som berdknar M|i, j| med dynamisk pro-
grammering. Argumentera for att algoritmens berékningsordning fungerar.

. [0 om i =0 eller j =0,
MTi, j] —{ M[i—1,j—1]+4 annars.

b) 2D-rekursion med indata

Givet tva striangar a och b av langd n respektive m, lat a; vara tecknet pa position ¢ i strang
a och pa motsvarande sétt b; vara tecknet pa position j i b, hitta en berékningsordning och
skriv en algoritm som utfor féljande rekursion med hjilp av dynamisk programmering.

om ¢ =0 eller j =0,
[i—l,j—1]+1 omaizbj,
annars.

M[Zmﬂ =

Oio

Losningar

Losning till Max och min med dekomposition
Né&r man bara har tva tal racker det med en enda jamforelse for att bade hitta det storsta och det

minsta talet.

MinMax(v,i,j)=

if i=j then return (v[il,v[il)

else if i+l1=j then
if v[il<v[j] then return (v[il,v[j])
else return (v[jl,v[il)

else
m:=Floor((j-i)/2)
if 0dd(m) then m:=m+1;
(min1,max1) :=MinMax(v,i,i+m-1);
(min2,max2) :=MinMax (v, i+m, j);
min:=(if minl<min2 then minl else min2);
max:=(if maxl1>max2 then maxl else max2);
return (min,max) ;

Ber#dkningstriadet kommer att fa [n/2] 16v och [n/2] — 1 inre noder. Om n &ar jaimnt &r alla
n/2 16v tvaelementsfoljder och gor darfor en jamforelse. Om n ar udda ar ett 16v (det hograste) ett
enstaka element som inte kriaver nagon jamforelse. I loven gors alltsd |n/2] jamforelser. I varje inre
nod gors tva jamforelser, alltsd sammanlagt 2 [n/2] — 2 stycken. Totalt far vi [n/2]+2[n/2] -2 =
[3n/2] — 2 stycken jamf6relser.

Det gar faktiskt att visa att problemet inte kan 16sas med férre jamforelser. O

Losning till Matrismultiplikation
Rekursionsekvationen blir T(n) = 22 - T(n/3) + O(n?). Mistarsatsen ger l6sningen T'(n)
O(n'o8:22) = O(n2814), O
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Losning till Majoritet med dekomposition

Om det finns ett majoritetselement maste det vara i majoritet i &tminstone ena halvan av arrayen.
Rekursiv tanke: Kolla majoritet rekursivt i vinstra och hégra halvan och rikna sedan hur méanga
ganger halvarraysmajoritetselementen forekommer i hela arrayen. Om nagot element ar i total
majoritet returneras det.

Majority(A[l..n]) =

if n =1 then return A[1]

mid— [(n+1)/2]

majInLeft«— Majority(A[l..mid—1])

majInRight« Majority (A[mid..n])

if majlnleft=majInRight then return majlnLeft

noOfMajInLeft« 0

noOfMajInRight« 0

fori<— 1 tondo
if Afi] =majInLeft then noOfMajInLeft«noOfMajInLeft+1
else if A[i{] =majInRight then noOfMajInRight«noOfMajInRight+1

if noOfMajInLeft> m then return majlnLeft

if noOfMajInRight> m then return majlnRight

else return NULL

Tidskomplexitet: Tva rekursiva anrop med halva arrayen foljt av efterarbetet O(n) ger med més-
tarsatsens hjélp tidskomplexiteten O(nlogn). O

Losning till Mobil

Betrakta en pinne av ldngd [ i mobilen. Anta att vikten v hénger i vinstra d&nden och vikten
w i den hogra. Lat x vara avstandet fran pinnens vinstra dnde till traden som féster pinnen i
ovanforliggande pinne. For att momenten ska ta ut varandra krévs enligt mekaniken att zv =
(I — z)w, det vill séga att © = lw/(v+ w). Vi kan nu berdkna z for varje pinne rekursivt nerifran
och upp i tradet. Lat den rekursiva funktionen returnera vikten av mobilen som hénger i den
aktuella pinnen. Algoritmen tar linjér tid.

Balance(p)=
if p.left =NIL then return p.num
left «— Balance(p.left)
right < Balance(p.right)
p.x < p.num - right/(left + right)
return left + right

Losning till Talféljder
a) 1,3, 7,15, 31, 63, 127

For att berdkna ett tal behdver man bara kidnna till talet innan. Berdkningsordningen blir fran
basfallet och vidare "uppat”.

Talfoljda(n) =
v=1
for =1 ton do
\% 2%v+1
return v

[t
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b) 4, 5, 8, 10, 10, 10, 10
For att berdkna ett tal behover man kinna till de tva foregaende talen. Berdkningsordningen
blir fran basfallet och vidare "uppéat”.

Talfoljdb(n) =
if n = 1 then return 4
elif n = 2 then return 5

else
vO = 4
vl =5

for i = 2 to n do
v = max(vl, vO, v1-v0+7)

v0 = v1
vl = v
return v

c)4,5,8,10,9, 10,9
For att berdkna ett tal behover man kinna till de tva foregaende talen. Berdkningsordningen
blir fran basfallet och vidare "uppéat”.

Talfoljdc(n) =
if n = 1 then return 4
elif n = 2 then return 5

else
vO = 4
vl =5

for i = 2 to n do
v = max(v0, v1-v0+7)

v0 = vi1
vl = v
return v

Lo6sning till Generaliserade talféljder

a) 2D-rekursion utan indata

Eftersom vi inte vet vad vi letar efter, later vi algoritmen returnera hela M. Det &r inte vad man
typiskt skulle géra om algoritmen skulle anvindas for att svara pa négon specifik fraga. Oavsett
vad fragan skulle vara, dr det (forsta) vi behover kunna gora just att berdkna M. Nir hela matrisen
ar ifylld kan vi svara péa olika fragor om den, som vilket det storsta virdet i matrisen &r, eller hur
manga ganger det storsta virdet forekommer.

Vi maste borja med ett basfall, men om vi tdnker oss en matris M som ska fyllas i med ratt
virden, sd har hela Gversta raden (dér ¢ = 0) och hela vénstra kolumnen (dér j = 0) vdrdet 0, som
inte berdknas rekursivt. En typisk berdkningsordning for ett program skulle vara en rad i taget
uppifran eller en kolumn i taget fran vinster till hoger. Vi viljer rad for rad, och sdtter virdena
pa forsta raden. Déarefter loopar vi 6ver alla andra rader och sétter virdena kolumn for kolumn.
Berdkningsordningen fungerar, eftersom den information vi behdver ha for att berdkna ett nytt
viarde utom basfallen bara &ar vad som statt pa tidigare rader, samt indexet for den rad vi befinner
oss pa. Vi kommer att kunna berédkna hela M. Hér ar var algoritm:

for j «— 0 ton

M0, 4]+ 0
fori—1 tom
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MTi, 0] <0
for j—1 ton
Mli,jl — M[i—1,5—1]+4
return M

Tiden domineras av den néstlade for-slingan och &r alltsd ©(nm).

b) 2D-rekursion med indata

Vi borjar med basfallen. Alla element pa oversta raden och alla i kolumnen léngst till vénster
uppfyller villkoret for basfall, och kan dérfér sdttas till 0. Vi véljer att borja med forsta raden.
Dérefter berdknar vi virdena pa alla féljande rader uppifran och ner, kolumn fér kolumn. Enligt
rekursionen dr vérdet 0 om a; # b;, och annars beréknas det med hjilp av tidigare utrdknade
virden. Vi kan alltid titta pa foregéende rad (i — 1), eftersom vi beriiknar en rad i taget. P4 den
raden kan vi titta pa vilka element vi vill, eftersom hela raden &r ifylld, speciellt ar det tillatet att
titta pa det i kolumn j — 1. Berdkningsordningen fungerar alltsi. Algoritmen kan se ut s& hér:

for j «— 0 ton
MI0,j] <0
fori—1 tom
MTi, 0] — 0
for j—1 ton
if a; = b; then
Mli,jl— M[i—1,7 —1]+1
else M[i,j] < 0
return M

Tiden blir precis som i det forra exemplet ©(nm). ad
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