Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2016
Uppgifter till 6vning 4

Dynamisk programmering

Pa denna 6vning ar det ocksad inldmning av skriftliga 16sningar av teoriuppgifterna till
labb 2 och muntlig redovisning av teoriuppgifterna.

Traskvandring Tina ska ga genom ett triask som representeras av ett n x n-rutmonster fran
vansterkanten till hogerkanten. I varje steg kan hon gé ett steg rakt till hoger, snett uppat
hoger eller snett nedat hoger. Det &r olika jobbigt att g& pé olika stéllen i trésket. Att hamna
pa ruta (i, j) kostar arbetet A[i, j], som &r ett positivt heltal.

Beskriv en algoritm som hittar det minimala arbetet att ta sig igenom trasket i féljande
olika fall.

a) Anta att Tina far starta var som helst pd vinsterkanten och far sluta var som helst pa
hogerkanten.

b) Anta att Tina alltid startar i ruta (n/2,1).
c) Anta att Tina dessutom maste sluta i ruta (n/2,n).

d) Skriv ut den minst jobbiga vig Tina kan ta genom trasket i c).

Kombinera mynt och sedlar Givet en (konstant) uppsittning mynt- och sedelslag med valo-
rerna vi,...,v; kronor och ett maximalt belopp n. (Alla tal i indata &r positiva heltal.)
Formulera en rekursion for pa hur manga sétt man kan bilda varje summa mellan 0 och n
kronor med hjilp av denna uppséttning mynt och sedlar.

Lingsta gemensamma delstring Stringarna ALGORITM och PLAGORIS har den gemensamma
delstrangen GORI. Den ldngsta gemensamma delstrangen hos dessa stréngar har alltsa langd
4. T en delstrang maste tecknen ligga i en sammanhéngande f6ljd.

Konstruera en effektiv algoritm som givet tva striangar ajas...ay,, och bibs...b, berdknar
och returnerar lingden hos den ldngsta gemensamma delstrangen. Algoritmen ska bygga pa
dynamisk programmering och gé i tid O(nm).

Hér foljer tva roliga men mer komplicerade exempel som vi nog inte hinner med pa Gvningen:

Proteinvikning Ett protein &r en lang kedja av aminosyror. Proteinkedjan &r inte rak som en
pinne utan hopvikt pa ett intrikat sétt som minimerar den potentiella energin. Man vill
valdigt gdrna kunna rdkna ut hur ett protein kommer att vika sig. I denna uppgift ska vi
dérfor studera en enkel modell av proteinvikning dér aminosyrorna &r antingen hydrofoba
eller hydrofila. Hydrofoba aminosyror tenderar att klumpa ihop sig.

For enkelhets skull ser vi proteinet som en bindr string dar ettor motsvarar hydrofoba
aminosyror och nollor hydrofila aminosyror. Stringen (proteinet) ska sedan vikas i ett tvadi-
mensionellt kvadratiskt gitter. Malet &r att fa dom hydrofoba aminosyrorna att klumpa ihop
sig, det vill séga att fa s méanga ettor som mdojligt att ligga néra varandra. Vi har alltsa
ett optimeringsproblem dar malfunktionen &r antalet par av ettor som ligger intill varandra
i gittret (lodrétt eller vigritt) utan att vara intill varandra i stringen.
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Du ska konstruera en algoritm som med hjilp av dynamisk programmering konstruerar en
optimal dragspelsvikning av en given proteinstréang av lingd n. En dragspelsvikning &r en
vikning dar stréngen forst gar en stricka rakt nedat, sedan en stricka rakt uppéat, sedan
en stréicka rakt nedat, och sa vidare. I en sadan vikning kan man notera att lodriata par av
intilliggande ettor alltid kommer i f6ljd i stréngen, s det &r bara vagrita par av ettor som
bidrar till malfunktionen.

I f6ljande figur &r stréngen 00110001001100001001000001 dragspelsvikt pa ett sddant sétt
att malfunktionen blir 4.

©O—Fr —pr —0—o0
m—0—o0—o0—o

©o—o—r —o
oO—o0o—kr—0—0—r—o0

©O—0o0—r—r —o0

Definition av problemet PROTEINDRAGSPELSVIKNING:
INMATNING: En binér strdng med n tecken.
ProBLEM: Hitta den dragspelsvikning av indatastriangen som ger det storsta vér-
det pad maéalfunktionen, alltsd det stOrsta antalet par av ettor som ligger bredvid
varandra men inte direkt efter varandra i strangen.

Konstruera och analysera tidskomplexiteten f6r en algoritm som l6ser proteindragspelsvik-
ningsproblemet med dynamisk programmering.

Du far gérna anvinda dig av nedanstaende algoritm, som berdknar antalet par ettor i ett
varv (dvs mellan tva strickor) i en dragspelsvikning som ligger bredvid varandra (men inte
direkt efter varandra i stringen). Anta att proteinet lagrasien array p[1..n]. Parametrarna
a och b anger index i arrayen for den forsta striackans &ndpunkter. Parametern ¢ anger index

for den andra strackans slutpunkt. Se figuren nedanfor till hoger.
profit(a,b,c) = ‘
shortest«min(b-a,c-(b+1)); . c
s<—0; ‘ ‘

for i<1 to shortest do
if plb-i]=1 and p[b+1+i]=1 then | |
s«—s+1; : ’
return s; ‘ ‘
b —Db+1
Not: Proteinvikningsproblemet &r ett viktigt algoritmiskt problem som studeras i bioinfor-
matiken. Det behandlas tillsammans med ménga andra problem med biologisk anknytning i
den valfria kursen Algoritmisk bioinformatik som gar i period 4 varje ar.

Analysator for kontextfri grammatik En kontextfri grammatik brukar anvindas for att be-
skriva syntax fér bland annat programsprak. En kontextfri grammatik i Chomskynormalform
beskrivs av

e en méingd slutsymboler T' (som brukar skrivas med smé bokstéver),

e en miéngd ickeslutsymboler N (som brukar skrivas med stora bokstéver),
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e startsymbolen S (en av ickeslutsymbolerna i méngden N),

e en mingd omskrivningsregler som antingen dr pa formen A — BC eller A — a, dar
A, B,Ce NochaeT.

Om A € N sa definieras £(A) genom
L(A)={bc:be L(B)ochce L£(C)dir A— BC}U{a: A— a}.

Spriket som genereras av grammatiken definieras nu som £(5), vilket alltsa &r alla strangar
av slutsymboler som kan bildas med omskrivningskedjor som borjar med startsymbolen S.

Exempel: Betrakta grammatiken med T = {a,b}, N = {S, A, B, R}, startsymbolen S och
reglerna S — AR, S — AB, A — a, B — b, R — SB. Vi kan se att stringen aabb tillhor
spraket som genereras av grammatiken med hjilp av foljande kedja av omskrivningar:

S — AR — aR — aSB — aSb — aABb — aaBb — aabb.

I sjdlva verket kan man visa att det sprak som genereras av grammatiken &r precis alla
strangar som bestar av k stycken a foljt av k stycken b dar k ar ett positivt heltal.

Din uppgift ar att konstruera och analysera en effektiv algoritm som avgér ifall en strang
tillh6r det sprak som genereras av en grammatik. Indata &r alltsa en kontextfri grammatik
pé Chomskynormalform samt en stréang av slutsymboler. Utdata ar sant eller falskt beroende
pé om stridngen kunde genereras av grammatiken eller inte. Ange tidskomplexiteten for din
algoritm uttryckt i antalet regler m i grammatiken och langden n av stringen.

Mer om grammatiker kan man lésa i kursen Automater och sprak.

Losningar

Losning till Traskvandring

a) Vi later Wi, j] vara det minimala arbetet som krivs for att komma till ruta (i, 7). Tina far
starta var som helst pa vinsterkanten. Basfallen blir att hamna pé en forsta ruta (fran nagonstans
utanfor trisket). Det kostar endast A[i, 0] f6r varje ¢. Vi kommer att vilja uttrycka hur jobbigt det
ar att komma till ruta ¢, j fran ruta 4, j — 1, vilket dr arbetet A[i, j] plus det det kostade att komma
till ruta ¢, 7 — 1. Vi vill hitta det minst jobbiga sdttet att komma till varje ruta ¢, j, sd i allménhet
finns det tre stillen Tina kan ha kommit ifran, alla i kolumnen j — 1, och vi maste jamféra hur
jobbigt det dr att komma fran vart och ett och vilja det minst jobbiga. Nu verkar det rimligt att
borja berdkna kolumnvis hur jobbigt det ar att komma till varje ruta. Att komma till en ruta i
ovankanten uppifran gar inte, sa det virdet sétts till odndligheten for att var jamforelse inte ska
premiera den riktningen. P4 samma sétt hanterar vi underkanten av matrisen. Darfér kommer vi
att ha foljande rekursion: Wi, j] = min(W[i — 1,5 — 1|, W[i,j — 1], W[i + 1,5 — 1]) + A[s, j]. Vi
berdknar alla viardena i den nya matrisen W.

Basfallen:
for j—1 ton
WL, jl = AL, j]

Fyll i matrisen:
for j «— 2 ton
fori—1 ton
fromabove = Wi — 1,5 — 1] if i > 1, else c©
fromsame = Wi, j — 1]
frombelow = Wi+ 1,j — 1] if i < n, else oo
Wi, j] = min(fromabove, fromsame, frombelow) + Ali, j
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Tina fick l&mna trisket fran vilken ruta som helst pa hogerkanten. Dérfér kan vi gé igenom
sista kolumnen i var matris och leta efter det minsta vérdet dér.

Hitta svaret:
opt < o0
fori—1 ton
if Wi, n] < opt then
opt «— Wi, n]
return opt

Om vi sdtter ihop dessa tre steg far vi en dynamisk programmering-algoritm som berdknar det
minst jobbiga séttet att ta sig fran vénster sida av trésket till hoger sida.

b) Om Tina alltid startar i ruta (n/2,1) har vi lite annorlunda basfall. Eftersom Tina aldrig
far forflytta sig rakt uppat eller rakt nedét, ar alla andra rutor i den véinstra kolumnen omdjliga
att na, dvs arbetet for att ta sig dit &r oéndligt. Rekursionen blir likadan.

¢) Om Tina dessutom alltid slutar i rutan (n/2,n), kommer vi nér vi ar ute efter svaret bara
att vara intresserade av W(n/2,n], oavsett vad som star i de andra rutorna i sista kolumnen.
Det enda som &ndras ar vad vi ska returnera, dar sékandet efter opt ersidtts med att returnera
Win/2,n]. Rekursionen fungerar likadant.

d) Nu vill vi konstruera en bésta vig. Vi kan antingen spara varifran vi kom i varje steg, dvs
lata W innehalla bade ett jobbighetsvirde och en pekare till rutan man kommit ifran, eller ta
var slutruta, och subtrahera dess virde fran A-matrisen, och se vilken av rutorna som vi kan ha
kommit ifran som hade detta véirde, och sedan upprepa processen tills vi kommer till startrutan.
(Om det dr mer &n en vig till en ruta som var lika jobbig, gor det inget. Vi vill bara ha en minst
jobbig vig genom trasket, och det kan finnas flera som &r lika jobbiga.)

Eftersom vi borjade med vérdet i slutrutan, och tog reda pa varifran vi kunde ha kommit for
att fa det vérdet dér, och eftersom vi upprepar detta for varje ruta i stigen, kommer vi att né
startrutan. (Annars kan vi inte ha nigot virde i slutrutan.) I varje ruta star ndmligen hur jobbigt
det ar att komma dit frdn startrutan, den enklaste vigen, och om vi subtraherar bort det som
horde till just denna ruta, aterstar hur jobbigt det var att komma till férra rutan. Det vérdet
maéste std i minst en av rutorna som vi kunde ha kommit fran, och det betyder att vi kunde né
den rutan till det priset. Vi kommer alltid att na startrutan utan att passera nagon onabar ruta,
eftersom Wi, j| — A[i, j] # oo savida inte Wi, j] = oo. Eftersom vi tittar pa stigen baklidnges, kan
vi spara virdena i en stack for att skriva ut dem i ratt ordning. O

Losning till Kombinera mynt och sedlar
Lat NJb, j] vara antalet sétt att bilda beloppet b med val6érerna v, ..., v; kronor.
N kan till exempel definieras rekursivt pa foljande sétt:

1 omb=0eller (j=1)A (b mod v; =0),
om j=1ochb moduwv #0,

Nb,jl=1 0
SN —i-v,5-1] om0<b<n

En annan mojlig rekursiv formulering bygger pa tanken att en kombination av valdrerna

v1,...,v; antingen innehéller valéren v; eller bara innehaller valérerna vy, ..., v;_1:
1 om b =0,
0 om j =0ochb>0,
Nib, j] N[b,j—1] om0 <b<vjochj>0

N[b—vj,j]+ N[b,j—1] omuv;<b<mnochj>0
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Losning till Lingsta gemensamma delstring
For varje par av tecken ifran var sin string, 1at M|[i, j] vara antal bokstéver till vinster om (och
inklusive) a; som Gverensstammer med lika manga bokstéver till vinster (och inklusive) b;. Langden
av den langsta gemensamma stréngen dr da det storsta talet i matrisen M.

M kan definieras rekursivt pa foljande sétt:

0 om i =0 eller j =0,
Mli,jl=¢ M[i—1,j—1]+1 om a; =Dbj,
0 annars.

Hér kan vi se att den rekursion vi kommit fram till &r samma som vi tittade pa forra Gvningen.
Da kom vi fram till féljande algoritm:

for j «— 0 ton
MI0,j] <0
fori—1 tom
MTi, 0] — 0
for j—1 ton
if a; = b; then
Mli,jl— M[i—1,7 —1]+1
else M[i,j] — 0
return M

Det vi behover gora utover detta, for att svara pa fragan i denna uppgift, dr att hitta det storsta
talet i M. Vi kan forstas forst berdkna M och sedan gé igenom matrisen och jamfoéra virden, men
det gar bra att utoka algoritmen sa att den jamfor varden under berdkningarnas gang. D& slipper
vi fa hela matrisen som utdata. Féljande algoritm berdknar hela M och returnerar det storsta
talet i M.

max «— 0
for j «— 0 ton
M]J0,4] <0
fori—1 tom
MTJi, 0] < 0
for j—1 ton
if a; = b; then
Mli,j] — M[i—1,j —1]+1
if M[i, j] > max then max — M]i, j]
else M[i,j] <0
return maz

Tiden domineras dven nu av den niistlade for-slingan och &r alltsd ©(nm). O

Losning till Proteinvikning

Lat g, vara det maximala virdet pd malfunktionen man kan fa for en vikning av delen pla..n]
av proteinet, dar den forsta strackan i vikningen har &ndpunkterna a och b. Vi kan uttrycka gq,5
rekursivt pa foljande séatt:

= fit(a,b .
Gab bﬁlggén(pro it(a,b,¢) + qpr1,c)

Basfallen dr g,,, = 0 for 1 < a < n. Svaret hittar vi sedan som 1nf1l;a<x q1,b-
<bn
Nu géller det bara att berdkna g, ; enligt dessa formler i ratt ordning:

for a<—1 to n-1 do ql[a,n]«0;
for b«n-1 downto 2 do
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for a«~1 to b-1 do
te—-1;
for c<b+2 to n do
vprofit(a,b,c)+q[b+l,cl;
if v>t then t«v;
qla,bl«t;
max«—O0;
for b«2 to n do
if q[1,b]l>max then max«q[1,b];
return max;
Eftersom vi som mest har tre néstlade for-slingor och ett anrop till profit tar tid O(n) blir
tidskomplexiteten uppenbarligen O(n?). 0

Losning till Analysator for kontextfri grammatik

Vi anvinder dynamisk programmering ungefir som i problemet dér man letar efter optimal matris-
kedjemultiplikationsordning. Har ska vi istéllet bestdmma i vilken ordning och pa vilken delstréng
reglerna ska tillimpas.

Indata &r en uppséttning regler R och en vektor w[1..n] som alltsé indexeras fran 1 till n. Lat
oss bygga upp en matris M[1..n,1..n] dér elementet M[i, j] anger dom ickeslutsymboler fran
vilka man med hjélp av kedjor av omskrivningar kan hérleda delstréngen wli..j].

Rekursiv definition av M[1, j1:

M[ij]:{{X:(X_)W[i])GR} omi=yj
’ {X: (X —>AB)e RA3k: AeMi,k—1]ABeMk,j|} omi<j

Eftersom varje position i matrisen dr en méngd av ickeslutsymboler s& maste vi vélja en lamplig
datastruktur ocksa for detta. Lat oss representera en méngd av ickeslutsymboler som en bitvektor
som indexeras med ickeslutsymboler. 1 betyder att symbolen dr med i méngden och 0 att den inte
dr med i méngden. Exempel: Om M[1, j]1 [B]=1 sa &r ickeslutsymbolen B med i méngden M[1i, j],
vilket betyder att det finns en kedja av omskrivningsregler fran B till delstrdngen w[i..j].

Algoritm som beréknar matrisen M[i,j] och returnerar sant ifall strdngen tillhér spraket som
genereras av grammatiken:
for i<1 to n do

M[i,i]«0; /* alla bitar nollstdlls */
for varje regel X —wl[i] do
M[i,i] [X]1+1;
for len<2 to n do
for i<1 to n-len+l do
jei+len-1;
M[i,jl+0;
for k«i+1 to j do
fér varje regel X — AB do
if M[i,k-11[A]=1 and M[k,jl1[B]=1 then
M[i,jl1[X]1;
return M[1,n] [S1=1;

Tid: O(n®m). Minne: O(n?m) (eftersom m dr en Svre grins for antalet ickeslutsymboler). ad
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