Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2016
Uppgifter till 6vning 7

Probabilistiska algoritmer, reduktioner

Skipplistor Sannolikheten p att ett element pé niva 7 i en skipplista ocksa finns pa niva i + 1 kan
man variera efter behov. Pa sida 5 i skipplistartikeln analyseras hur sokstigens forviantade
langd och det forvintade antalet pekare i ett element beror av p. Dér framgar att kortaste
sokstigen fas om p = 1/e = 0.3679. Varfor kan det trots detta vara béttre att vilja p = 1/2
eller p=1/47

Verifikation av matrismultiplikation Snabbaste kinda metoden fér multiplikation av tva n x
n-matriser ir O(n?37%). Visa att det gar att probabilistiskt verifiera en matrismultiplikation
i kvadratisk tid. Nirmare bestimt, konstruera en Montecarloalgoritm som i tid O(kn?)
verifierar att AB = C och har en felsannolikhet pa hogst 27%.

Reduktion som ger negativt resultat Att hitta medianelementet (det [n/2]e minsta elemen-
tet) av n positiva heltal kriver minst 2n jamforelser i véirsta fallet. Utnyttja detta resultat {or
att bestdmma en undre grans for antalet jamforelser som kréivs for att hitta det [n/2] + 10e
minsta elementet.

Reduktion som ger positivt resultat Ett ofta anvindbart sétt att 16sa problem pa dr att hitta
en reduktion till ett problem som man redan vet hur man ska 16sa. Du ska nu anvéinda denna
metod for att 16sa kantsammanhéngandegradsproblemet som definieras pa féljande sétt.

INMATNING: En sammanhéngande oriktad graf G = (V, E) och ett positivt heltal
K mellan 1 och |V].

PROBLEM: Ar det tillrickligt att ta bort K kanter fran grafen G for att gora den
osammanhéingande (dvs uppdelad i flera ssammanhéngande komponenter)?

Formulera optimeringsproblem som beslutsproblem Jobbmaskningsproblemet definieras som
ett optimeringsproblem pa foljande sitt:

Indata: Arbetsdagens langd T och n arbetsuppgifter. Uppgift ¢ tar tiden ¢; och kréver
arbetsinsatsen w;. Alla tal ar positiva heltal.

Losning: Ett urval av arbetsuppgifterna D C [1..n] som tillsammans fyller ut en arbetsdag,
det vill sdga >, ., t; > T.

Malfunktion: Den arbetsinsats som krivs for att utfora dagsverket D, alltsa ), w;.
Mal: Minimera méalfunktionen, alltsa hitta det dagsverke som kréver minst arbetsinsats.
a) Formulera optimeringsproblemet som ett beslutsproblem. Utvidga indata med ett mal-
varde I for arbetsinsatsen och formulera en fraga som har svaret ja eller nej.

b) Turingreducera optimeringsproblemet till beslutsproblemet, det vill séga visa hur man
kan 16sa optimeringsproblemet med hjilp av en algoritm som léser beslutsproblemet.
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Reduktioner mellan besluts-, optimerings- och konstruktionsproblem Anta att algorit-
men GraphColouring(G,k) pa tid T'(n) (dir n &r antalet horn i G) svarar 1 omm hornen i
G kan fargas med k farger utan att nagon kant har likfargade &ndpunkter.

a) Konstruera en algoritm som givet en graf G med n horn bestdmmer det minimala
antalet farger som behévs for att farga G. Tiden ska vara O(logn - T'(n)).

b) Konstruera en algoritm som givet en graf G med n hoérn fargar hornen med minimalt
antal firger i tid O(P(n)T'(n)) dér P(n) &r ett polynom.

Losningar

Losning till Skipplistor

Det beror pa att man vill snabbt kunna berdkna RANDOMLEVEL, alltsa pa vilken niva ett nytt
element ska in. Om p = 2% sa kan detta goras effektivt. Man ldser helt enkelt k bitar av en
slumpstréang (en strém av bitar) och kollar till exempel om alla k bitarna &r 1. O

Losning till Verifikation av matrismultiplikation
Idé: slumpa fram en n-vektor r € {0,1}", berdkna a = C or och b = Ao (B or) och verifiera att
a=Dh.

Om AB = C sa blir alltid a = b. Om AB # C sd &r D = AB — C # 0. D& maéste det finnas
nagot index ¢ i r som paverkar virdet av Dr om man byter r[i] s att det blir 1 om det var 0 och 0
om det var 1. Alltsa, om algoritmen slumpar fram elementen i vektorn r med sannolikhet 1/2 for
0 och 1/2 for 1 s& kommer ABr # Cr med sannolikhet minst 1/2. Om vi upprepar detta k génger
kommer sannolikheten fér att algoritmen blir lurad alla k gangerna vara mindre #n (1/2)F.

Algoritmen blir alltsa:

VerifyMult(n, A, B,C, k) =
for i — 1 to k do
r < slumpvektore {0,1}"
a—Cor
b« Ao(Bor)
if a # b then return false
return true

Tidskomplexiteten blir O(kn?) eftersom algoritmen gor k varv och i varje varv gors tre matris-
vektormultiplikationer som tar O(n?). ad

Losning till Reduktion som ger negativt resultat

Reducera medianproblemet till det nya problemet genom att lagga till sd manga ettor till indata
s& att det tidigare medianelementet nu dr det [m/2] + 10e minsta elementet, dir m &r antalet
element efter det att ettorna lagts till. Det betyder att vi maste liagga till 20 ettor och m = n+20.
Den undre griansen 2n blir ddrmed uttryckt i m: 2n = 2m — 40. o
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Losning till Reduktion som ger positivt resultat

Forst bor vi forsoka forsta problemet. Anta att X dr en minimal kantméngd vars borttagande gor G
osammanhéingande. (Detta ska tolkas som att ingen strikt delméngd av X uppfyller detsamma.) Da
géller att G uppdelas i tva komponenter, och alla kanterna i X gar mellan dessa tva. (Annars skulle
ju X inte vara minimalt.) X svarar alltsd mot ett snitt i grafen (en uppdelning av hérnméngden i
tva delar). Antalet kanter i X kan ségas vara snittets storlek. Detta innebér att det minsta antalet
kanter som vi maste ta bort fér att G ska bli osammanhéingande — kalla detta A(G) — é&r lika
med storleken pa ett minsta snitt (V1,V2) i G.

Minimalt snitt dr ju samma som maximalt fléde. Vi ska darfor forséka reducera kantsamman-
héngandegradsproblemet till maximalt fléde mellan tva hérn s och ¢ i en graf. Om vi utékar G
till en flddesgraf G’ genom att ge varje kant dubbelriktad kapacitet 1, si kan vi alltsd finna A\(G)
genom att berdkna maxflodet fran s till ¢ f6r olika s och ¢. Vi behéver dock inte variera bada dessa.
Om vi véljer s godtyckligt sa méaste det hora till nagon av méngderna Vi och V4 ovan. Genom
att variera ¢ 6ver alla horn utéver s kommer sa vi garanterat att tréaffa ndgot horn i den andra
méangden. Slutsatsen blir alltsa att for ett godtyckligt horn s géller

AMG) = min {MaxFlow(G, s,t)}.
(G) teglgs}{ axFlow(G', s, 1)}

Om vi ska vara noggranna s var nu uppgiften att avgora om K > A(G). Vi kan alltsa svara
NEJ om K < MaxFlow(G', s,t) for allat € V — {s} och JA annars.

Flodesalgoritmen anropas |V| — 1 ginger. Varje flddesberiikning kan géras i tid O(|V|?) (vilket
man inte behéver kunna utantill). Alltsi blir komplexiteten for var algoritm O(|V]?). ad

Losning till Formulera optimeringsproblem som beslutsproblem

a) Indata: Arbetsdagens lingd T, malet I och n arbetsuppgifter. Uppgift i tar tiden ¢; och
kréaver arbetsinsatsen w;.

Fraga: Finns det en delméngd D C [1.n] sa att ), ,t; > T och .. pw; <17

b) Anta att Jobbmaskning(7, I, n, {t;}, {w;}) &r en algoritm som ldser beslutsproblemet. Opti-
mala totala arbetsinsatsen maste vara ett heltal mellan 0 och ), .., w;. Gor en binérsok-
ning mellan dessa extremviirden efter det minsta viirde I som Jobbmaskning(T', I, n, {t;}, {w;})
svarar ja for.
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Losning till Reduktioner mellan besluts-, optimerings- och konstruktionsproblem

a)

Vi vet att antalet farger &r mellan 1 och n. Anvind bindrsdkning i detta intervall for att
med hjalp av algoritmen GraphColouring hitta ett k sa att GraphColouring(G, k) = 1 och
GraphColouring(G, k—1) = 0. Detta innebéar némligen att minimala fargningen har k farger.
Det behdvs logn halveringar av n for att komma ner till 1. Tidskomplexiteten blir darfor

O(logn - T(n)).

Hitta forst det minimala antalet farger £ med metoden ovan. Vi vill farga hérnen i G med
farger med nummer 1 till k. Foljande algoritm gor det:

CreateColouring(G = (V, E), k)=
u «— forsta hornet i V
C — {u};u.colour — k
foreach v € V — {u} do
if (u,v) ¢ E then
if GraphColouring((V, EU{(u,v)}),k) =1 then E — E U {(u,v)}
else C' — C U{v};v.colour — k
if £ > 1 then CreateColouring((V — C,E), k — 1)

GraphColouring anropas hogst en gang for varje par av horn i grafen. Tidskomplexiteten for

hela algoritmen blir dérfor O(logn - T'(n) +n? - T(n)) = O(n? - T'(n)). O
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