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SF1661 Perspektiv pa matematik
Om potenser

Du ar sikert vélbekant med potenslagarna, som sédger att om x och y ar reella tal, och r
ar ett positivt reellt tal, sa géller att

Pl: r"r¥y =7 P2: (r")! =", P3: — ="V

Men varfor géller dessa rikneregler? For att kunna besvara den fragan maste vi forst reda
ut vad vi menar med ett uttryck r®; du vet sikert att 2° tolkas som 72 multiplicerat med
sig sjalvt 5 ganger”, men vad menar vi nir vi skriver till exempel 2'/3 eller V27

Vi borjar med att definera potenser dér exponenten &r ett positivt heltal.
Positiva heltalsexponenter

Definition 1. Om r &r ett reellt tal och n &r ett positivt heltal definierar vi

U r  (n stycken faktorer).

For positiva heltal n &r alltsa r™ ett forkortat skrivsatt for upprepad multiplikation. Po-
tenslagarna blir en enkel konsekvens av detta.

Uppgift 1. Visa att med denna definition géller potenslagarna P1 — P3 for alla positiva
heltalsexponenter x och y och for alla reella tal » som bas, med undantaget att vi i P3 maste

krava att r # 0 och att x > y. Forklara ocksa varfor vi maste gora dessa inskrankningar
for P3.

Uppgift 2. Visa ocksa att
P4:  (rs)" =1r"s"
giller for godtyckliga reella tal r och s och ett positivt heltal x.

Observera att pastaendet att r"=r-r----- r (n st) ar en definition (en 6verenskommelse
om vad véansterledet betyder), medan P1 — P4 &r satser som foljer med logisk nodvindighet
ur var definition av r".

Vi ska nu successivt utvidga definitionen av r* till att omfatta andra typer av exponenter.
For att det ska vara mojligt kommer vi i vissa fall att tvingas begrédnsa basen r till att
vara ett positivt reellt tal.

Godtyckliga heltalsexponenter

Uttrycket r° saknar mening enligt Definition 1, det iAr nonsens att siga att det skulle
betyda ”r multiplicerat med sig sjélvt 0 ganger”. Sa vad ska vi mena med 7°?
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Lat oss leka med tanken att vi har gett uttrycket r° en meningsfull definition, och vi gjort
det pa ett sdtt sadant att potenslagarna P1 — P4 géller &ven om nagon av exponeterna ar
lika med noll. T sa fall skulle vi fa

7" Enligt P3 4 2 0
1= = r =r.

Dérfor gor vi defintionen

Definition 2. Om r # 0 &r ett reellt tal definierar vi

def
r? = 1.

Observera logiken i detta - vi har inte bevisat att r® = 1, det gar inte att bevisa egenskaper
hos nagot som inte &r definierat. Déremot sa sag vi ett monster som gjorde det rimligt att
gora denna definition.

Uppgift 3. Enligt Definition 2 &r r = 1 for alla r # 0. A andra sidan kommer vi att se
att 0¥ = 0 for alla reella tal > 0. Kan du forklara varfor detta visar pa svarigheten att
definiera 0° pa ett vettigt sitt?

Pa samma sétt som ovan kan vi resonera oss fram till den enda rimliga definitionen av
r* for negativa heltal x. Sa antag att r* &ar definierat for alla heltal z, och lat n och m
vara positiva heltal sadana att n > m, och lat x = n — m. Da ar x ett positivt heltal och
—x = m — n ett negativt heltal. Om potenslagarna antas gélla far vi

T_x_rm_nEnhg_tPgﬂ_r-7’~'-'r (mst) 1 1 1

P e ro(nst) rer-e--- r (n—mst) rvmo o

Aterigen finns det alltsa bara en tédnkbara definition om vi vill att potenslagarna ska
fortsitta att gilla.

Definition 3. Om r # 0 &r ett reellt tal och n ett positivt heltal definierar vi

g def 1
r = —.
TTL
Vi har nu definierat r™ for alla  # 0 och alla heltal n. Definitionerna for n < 0 gjordes pa
det enda sdtt som var mojligt om potenslagaran skulle ha en chans att fortsdtta att gélla.
Nu ar det dags att bevisa att P1 - P4 faktistk géller for alla r # 0 och alla heltalsexponenter
x och y. Vi bevisar P2 — de 6vriga potenslagarna for heltalsexponenter bevisas pa likande
sitt. For att det inte ska bli ett cirkelbevis far vi bara anvénda oss av definitionerna vi
har gjort och av tidigare bevisade resultat, som till exempel potenslagarna for positiva
heltalsexponenter. Vi kommer ocksa att anvinda oss av vanliga reglerna for brakrédkning
samt av att om r # 0 sa dr ocksa r™ # 0 for heltal n.

Bevis av P2 for heltalsexponenter x och y. Vi betraktar sex olika fall.
[. Om x och y bada &r positiva heltal &r P2 redan bevisad (Uppgift 1).
II. Om x = 0 géller for alla heltal y att

(r*)Y = (ro)y =1V=1=7"=7%=pw,



III. Om y = 0 géller for alla heltal x att
()Y = (r*)’ =1 =10 = 920 = pov,
IV. Om x > 0 och y < 0 sétter vi y = —t dér t ar ett positivt heltal. Da géller att
T z\—t 1 1 —x T
Y =) = = = =

V. Om z < 0 och y > 0 sétter vi x = —s, och far att

b () = (1) ) (L) T

VI. Om slutligen x = —s < 0 och y = —t < 0 far vi att

—t

—t 1 1 1

(r*)? = (rfs) — (_S> - == ot p(=0)(y) ey
" )" =)

Vi har nu visat att (r*)Y = r*¥ for alla téinkbara heltalsexponenter 2 och y, och beviset dr

ddrmed klart.

Uppgift 4. Ga igenom de olika fallen i beviset ovan och motivera varje likhetstecken. Var
noga med att bara anvinda dig av definitionerna vi har gjort eller av sedan tidigare kidnda
(bevisade) rikneregler, som till exempel potenslagarna for positiva heltalsexponenter och
reglerna for brakrékning.

Godtyckliga rationella exponenter

Vi vill nu utvidga potensbegreppet till att vara definierat for rationella tal i exponenten.
Antag till attt borja med r'/2 &r definierat sa att potenslagarna giller. Om sa vore skulle
vi fa att

12 .1/2 _ 1/2+1/2

r/er =rl=r
Det innebér till att borja med att r > 0 (eftersom ett reellt tal multiplicerat med sig sjélvt
aldrig kan bli nagot negativt). Vidare sa ser vi att /2 maste vara det tal som multiplicerat

med sig sjilvt blir r. Detta tal betecknar vi vanligtvis /7, sa vi bestdmmer (definierar)

helt enkelt r1/2 & T
For positiva heltal p och ¢ kan vi gora samma typ av resonemang for att se vad 7/
respektive /¢ "borde” betyda. Eftersom

q Om P2 ska gilla .
(rl/q) = r/aa — 1 —

och
Om P2 ska gilla P
rPla S (Tl/q)

inspireras vi till foljande definitioner for rationella exponenter.
Definition 4. Om r > 0 ar ett reellt tal och p > 0 och ¢ > 0 &ar heltal definierar vi

e e 1
rple & rp (som &r = (\"/7_“)[) och rPla%f

v
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Nu ar det dags att bevisa att P1 — P4 géller for alla rationella exponenter x och y och alla
r > 0. Vi avstar dock fran att genomfora dessa bevis i denna text.

Godtyckliga reella exponenter

Att strikt definiera potenser med icke-rationella reella exponenter 4r mer komplicerat, bland
annat dérfor att det dr mer komplicerat redan att definiera precis var ett icke-rationellt
reellt tal ar i sig sjalvt. Man kan dock gora dessa definitioner pa ett meningsfullt sitt, och
visa att potenslagarna

P1 — P4 géller for godtyckliga reella exponeter x och y och positiva baser r och s.

Vi aterkommer till detta nér vi langre fram i kursen diskuterar exponentialfunktioner.

Kommentar om icke-positiva baser. For att kunna definiera potenser med reella ex-
ponenter generellt maste vi inskrianka oss till positiva baser. Men i vissa specialfall kan vi
tillata icke-positiva tal i basen. For positiva heltalsexponenter n &r uttrycket r" definierat
for alla reella tal r enligt Definition 1. For icke-positiva heltalsexponenter maste vi i kréiva
att r # 0 for att inte fa noll i nimnaren och fér att undvika uttrycket 0° (Definition 2 och
3).

For rationella exponenter p/q maste vi i allménhet kriva att basen r > 0 for att r?/9 ska
ga att definiera pa ett meningsfullt sétt (Definition 4). For vissa rationella exponeter kan
vi dock ocksa tillata negativa baser. Exempelvis kan vi utan att raka i svarigheter definera

(_T)l/g e (7“1/3) , >0, (Exempel: (—8)1/3 =-2)

Detta har att géra med att 2 < 0 om x < 0 och 2° > 0 da z > 0; jimfér med resonemanget
ovan om hur 7'/2 "borde” definieras, dir det faktum att 22 > 0 for alla x gjorde att vi
bara kunde definiera /2 for r > 0.

Uppgift 5.
a) (10)2 b) (=10 ¢) (100)'/2

Uppgift 6.
a) (5% b) (=5 ¢ (125)Y3 d) (-125)'/3

Blandade Uppgifter
Uppgift 7. Forenkla

Y (x1/2x1/3)6 13/2 42/3
Vs Y TEm O e

Uppgift 8. Berikna

. 61/2 1 (=1/3)
a)VvV2w. 1672 b)) ———  ¢) ( >

31/3.91/3 97

1/2

Uppgift 9. Ar det sant att (22 4+ %) /" = 2 + 22 for alla reella tal 27



