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Modul 1
Mal och Sammanfattning

1. MAL FOR MODUL 1
1. Reella tal.

e Kiinna till talsystememet och kunna anviinda notation for intervall av reella tal
e Kinna till Supremumegenskapen

2. Funktioner.

e Forsta och anvinda funktionsbegreppet
e Forsta och anvianda begreppen definitionsméngd och virdemingd, samt graf
e Forsta och anvianda begreppen begrinsad, udda, jamn (om funktioner)

3. Trigonometri, polynom, absolutbelopp.

e Rikna med sin, cos, tan och cot i radianer

e Anvinda enhetscirkeln och kunna kénda vinklar

e Anvinda formler och 16sa ekvationer

e Rikna med polynom, anvinda faktorsatsen

e Kunna linjens ekvation pa olika former

e Rikna med absolutbelopp, definition och avstandstolkning

4. Gransvirde.

e Forsta definitonen och dess roll.
e Anvinda rikneregler mm for att beridkna enklare grinsvérden

4. Kontinuitet.

e Forsta definitonen och dess roll.
e Kinna till klassen av elementira funktioner
e Forsta och anvinda satser om kontinuerliga funktioner pa kompakta intervall
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2. SAMMANFATTNING AV MODUL 1

1. Intervall av reella tal. Den hir kursen handlar om reellvédrda funktioner av en reell
variabel. Man kan tinka pa de reella talen som decimaltal med en decimalutveckling
som eventuellt dr odndlig och hur komplicerad som helst. Bland de reella talen finns
heltalen och de rationella talen (braktalen), men ocksa irrationella tal som V2, 7 och e.
Man askadliggor ibland de reella talen med en oéndlig tallinje, dér varje punkt motsva-
rar ett reellt tal. O kallas ofta origo. De funktioner vi studerar kommer for det mesta att
vara definierade pa intervall av reella tal. Det viktigt att man forstar och kan anvinda
den notation som férekommer.

Till exempel betyder [2, 3] intervallet som bestar av alla reella tal x som uppfyller att
2 < z < 3. Detta intervall kallas slutet eftersom dndpunkterna dr med i méngden.
Nir dndpunkterna inte 4r med kallas intervallen 6ppna, t ex det intervall som bestar av
alla reella tal = sddana att 1 < x < 5. Detta betecknas ofta (1,5) (obs att den senare
beteckningen ocksa skulle kunna betyda koordinaterna for en punkt i xy-planet — nér
beteckningen anvinds brukar det vara litt att frin sammanhanget forsta vilken betydelse
som avses.)

Ibland anvinds méingdklamrar for att beskriva méngder. Det sista intervallet ovan skulle
med méngdklamrar kunna skrivas {x € R: 1 < x < 5}.

Med en omgivning till en punkt menar man ett 6ppet intervall som innehaller punkten.

Supremumegenskapen. De reella talen har en viktig egenskap: varje icke-tom uppat
begrinsad médngd av reella tal har en minsta dvre grians (supremum). Supremum kan,
men maste inte, tillhéra mingden. Exempel: Om M = {zr € R : 2% < 2}, sd ér
supremum av M talet \/2. I detta fall tillhér supremum inte mingden. Podngen ir att
supremum finns. Q, de rationella talen, har inte supremumegenskapen.

2. Funktioner. Med en funktion f : A — B menas en regel som till varje element a €
A ordnar ett entydigt bestimt element f(a) € B. Médngden A kallas definitionsméingd
till funktionen. Méngden av alla de element y € B sadana att y = f(z) for nagotx € A
kallas virdemaéngd till funktionen. Virdemingden ir alltsd en delmingd till méngden
B men behover inte vara hela B.

De flesta av vara funktioner kommer att vara definierade pa intervall av reella tal. Om
man anger definitionsméngden explicit sa dr det den angivna méngden som é&r defi-
nitionsmingd, dven om funktionen egentligen skulle kunna ha haft en storre defini-
tionsmingd.

Exempel: den funktion f som ges av f(x) = x?, x > 0, har som definitionsmiingd alla
positiva reella tal.

Om man dédremot inte anger definitionsméangden explicit sa antas att definitionsméngden
ar den storsta méngd reella tal for vilken funktionsuttrycket dr definierat och ir ett reellt

tal.
2
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Exempel: den funktion i som ges av h(x) = x? har som definitionsmingd alla reella
tal.

Observera att f och h ovan inte dr samma funktion (de har ju olika definitionsmingd).
3. Ytterligare terminologi. Det finns nagra ytterligare termer som man maste kunna.

Man séger att en funktion f &r begrinsad om det finns ett tal C' sadant att |f(x)| < C
for alla x 1 definitionsméngden.

Man siger att en funktion f &r jagmn om f(—x) = f(z) for alla x i definitionsméngden.
Man séger att en funktion f drudda om f(—x) = — f(x) for alla z i definitionsméngden.

Med funktionsgrafen till en funktion f menar man alla de punkter med koordinater
(x,y) i planet sddana att y = f(z).

Exempel. Funktionerna g och k£ som ges av g(z) = cosx och k(x) = sinx &r bada
begriansade (som konstanten C' kan man i bada fallen ta talet 1). Funktionen g dr jamn
och funktionen £ dr udda. Observera dock att de flesta funktioner varken 4r jamna eller
udda.

En viktig funktion &r absolutbeloppsfunktionen, som skrivs |z|, och som anvindes i
definitionen av begréinsad funktion ovan. Absolutbeloppsfunktionen definieras

2] = x, omz >0
T l—2 omz<0

Man kan kontrollera att || miter avstandet fran punkten x till origo pa reella linjen. Pa
samma sitt kan |a — b| tolkas som avstandet fran punkten « till punkten b pa tallinjen
(se boken).

En stor klass av funktioner dr de elementéra funktionerna. Den klassen bestar av alla
polynom, rationella funktioner, potensfunktioner, exponentialfunktioner, logaritmfunk-
tioner, trigonometriska funktioner, inversa trigonometriska funktioner, samt alla kom-
binationer av sadana funktioner med hjilp av de fyra riknesitten och sammanséttning.

Ett exempel pa en elementir funktion dr f som ges av
4329 sin x

flo) = V1+x+In(l+tanx)

Ett exempel pa en funktion som inte dr elementir dr Heaviside-funktionen H som ges
av

2
5 _ ATl

Hz) 1, omz >0
xTr) =
0 omz <0

Négra anmirkningar. Med sammansittning av funktioner menar man fog(x) = f(g(z)).

Observera att absolutbeloppsfunktionen ir en elementiér funktion eftersom |z| = V2

for alla z.
3
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4. Gransvarde. Hir dr bara en kort uppriakning av det viktigaste, se boken for en
fullstindig genomgédng. Observera att gransvirdesdefinitionen &r till for att sla fast vad
begreppet grinsvirde betyder. Det dr ingen rikneregel, utan just en definition. Oftast
raknar man ut griansvirden pa andra sitt 4n genom att anvianda definitionen. Men defi-
nitionen talar om vad det 4r man i sa fall har riknat ut, vad begreppet griansvirde star
for.

Definition. Att griansvirdet av f ndr x gar mot a ir L, ofta skrivet lim f(z) = L,
Tr—a

betyder:

for varje tal € > 0 finns ett tal § > 0 sadant att
|f(z) — L| < e for alla 2 som uppfyller att 0 < |z — a|] < 4.

Oversatt till vanligt (och lite mer oprecist) sprak: Att grinsvirdet av f nir 2 gar mot a
ar L, ofta skrivet lim f(x) = L, betyder:
r—a

vi kan fa f(z) hur ndra L som helst bara genom att vilja x tillrdckligt néra a.

Sedan finns en motsvarande definition for gransvirde nér x gar mot odandligheten ocksa.

Rikneregler for grinsvirden. Griansvirden foljer nagra enkla regler (som kan bevisas
med hjilp av definitionen, se boken). Namligen, om lim, ., f(z) = Lochlim, ., g(z) =
M, ddr L och M ir reella tal, sa giller att:

lim(f(x) + g(x)) = L+ M
lim(f(x) — g(x) = L~ M
lim(f(x)g(x)) = LM

lim (f(2) /g(x)) = L/M (om M + 0)

Vi har ocksa den sa kallade instdngningslagen: om en funktion ligger mellan tva funk-
tioner som har samma griansvirde i en punkt sa maste den instdngda funktionen ocksa
ha detta grinsvirde i punkten. For precis formulering, se boken. Med hjélp av denna
kan man bevisa ett viktigt standardgrinsvirde ndrmligen

sin x

lim =1.
x—0

Om man i griansvirdesdefinitionen begriansar sig till x som ligger till hoger om a talar
man om griansvirde nir z gar mot a fran hoger, skrivs lim,_,,+ f(x). P4 samma sitt kan
man titta pa vad som hénder nir 2 gar mot a fran vinster, skrivs lim, .- f(z).

Observera att for att gransvérdet lim,_,, f(z) ska existera sa maste gransvirdena fran
vénster och hoger existera och de maste ocksa vara lika. For Heaviside-funktionen &r
griansvirdena fran hoger och vinster olika i origo.

Ibland talar man om grinsvérden som &r oédndliga och skriver lim,_,, f(x) = co. Detta
ar i sa fall ett sa kallat oegentligt gransvirde, dvs det dr egentligen inget gransvirde
(eftersom oédndligheten inte ir ett tal), men det dr ett praktiskt skrivsétt.
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5. Kontinuitet. Hir dr bara en kort upprikning av det viktigaste, se boken for en
fullstdndig genomgang.

Definition. En funktion f dr kontinuerlig i en punkt a om lim f(z) = f(a).

T—a
For att vara kontinuerlig i a ska alltsa f ha ett funktionsvirde i punkten a, ha ett
gransvirde ndr x ndrmar sig a, och dessa bada ska dessutom vara lika.

En funktion som dr kontinuerlig i alla punkter av sin definitionsméngd sdgs vara en
kontinuerlig funktion.

Heaviside-funktionen H ovan &r inte en kontinuerlig funktion. Den &dr ndmligen inte
kontinuerlig i 0, som ju tillhor definitionsmidngden (men den &r kontinuerlig i alla andra
andra punkter. )

Med hjilp av riknereglerna for griansviarden och satsen som séger att sammansittningen
av tva kontinuerliga funktioner dr kontinuerlig och med hjilp kontroller av polynom-
funktioner, rationella funktioner, potensfunktioner, exponentialfunktioner, logaritmfunk-
tioner, trigonometriska funktioner och inversa trigonometriska funktioner kan man be-
visa foljande sats:

Sats. De elementira funktionerna dr kontinuerliga i alla punkter dir de dr definierade.

Med hjilp av bl a supremumegenskapen for de reella talen kan man visa foljande viktiga
satser om kontinuerliga funktioner pa slutna och begransade intervall.

Sats. En funktion som 4r kontinuerlig pa ett slutet och begrinsat intervall antar bade ett
storsta och ett minsta virde.

Sats. En funktion som dr kontinuerlig pa ett slutet och begrinsat intervall antar alla
mellanvirden, dvs: om funktionen antar tva olika virden sd maste funktionen ocksa
anta alla virden diaremellan.

6. Polynom och Trigonometriska funktioner. I kapitel P finns avsnitt om polynom
och trigonometriska funktioner. Detta har studerats bade i gymnasiet och i introduk-
tionskursen under mottagningsperioden och tas dirfor inte upp hir. Men det forutsitts
att man kan detta mycket bra. Den som har luckor behover ldgga ner extra tid pa detta
pa egen hand. Sarskilt nir det giller sinus, cosinus, tangens och cotangens sa &r det
viktigt att man har mycket goda kunskaper om dessa funktioners egenskaper. Rita lin-
jens ekvation pa olika former dr det ocksa mycket viktigt att man kan bra. Missa inte
enpunktsformeln (point/slope equation i boken). Den kommer att anviindas om och om
igen i kursen! Fraga gérna assistenterna vid 6vningarna. Anvind mattejouren.



