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Derivata:

@) = i fla+h) - f(a) _ i f(x)z:;(a)

(om gransvardet existerar)
Viktigt faktum: Om f ar deriverbar i a, sa ar f kontinuerlig i a.

Viktigt exempel: Funktionen |x| ar kontinuerlig men
inte deriverbar i 0.

Tangent till y = f(x) i punkten (a, f(a)):
y=f(a)+f(a)(x—a)

Linjar approximation:

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a), for x nara a
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Deriveringsregler

Om f och g ar deriverbara sa galler

d /
akf(x) = kf'(x)

d / /
g [(X) £9(x)) = (x) £ g (x)

a(f(x)g(x)) = f(x)g(x) + f(x)g'(x) (produktregeln)

ag(x) (9(x))? (kvotregeln, g(x) # 0)
;(f((g(x)) = f'(9(x))g'(x) (kedjeregeln)
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1. Vanliga derivator. Vi har tagit fram derivator till de enklaste
av de elementara funktionerna.

2. Deriveringsregler. Vi har formulerat och bevisat
deriveringsregler som vi nu maste bli bra pa att anvanda.

3. Berakna derivator. Med hjalp av punkt 1 och 2 ovan kan vi
derivera "alla” elementéra funktioner (dar de &r deriverbara).

4. Tillampa derivator. Vi ska sedan anvanda derivator for att
avgora fragor om approximation, vaxande/avtagande, max/min
mm.

(Detta kommer vi att jobba med under ett par veckor till)

Lars Filipsson SF1625 Envariabelanalys



Nagra uppgifter om linjar approximation

1. Finn en ekvation fér tangent och normal till kurvan
y = x3 4 1 iden punkt pa kurvan som har x-koordinat —2.

2. Finn den linjara approximationen av g(x) = v/x nar x ligger
nara 1 och bestadm ett ndrmevarde till v/1.2.

3. Finn den linjara approximationen av h(x) = sin x nar x ligger

oo
ndra 0 och bestadm ett ndrmevarde till sin 10
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En viktig sats

Sats. Om f ar definierad pa ett dppet intervall (a, b) och antar
sitt maximum (eller minimum) i en punkt ci (a, b) och f'(c)
existerar, sa ar f'(c) = 0.

Bevis. Se tavlan.

Definition. Punkter x sadana att f’(x) = 0 kallas kritiska
punkter till f eler stationara punkter till f
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Vaxande/avtagande funktioner

Definition. Anta att f ar definierad pa ett intervall / och att de
punkter vi refererar till nedan ligger i / . Vi séger att:

f ar stréangt véaxande pa /om x; < X = f(xq) < f(x2)
f arvaxande pad /om x; < xo = f(xy) < f(x2)
f &r strangt avtagande pd / om xy < xo = f(x1) > f(x2)

f ar avtagande pad /om x; < X = f(x1) > f(x2)
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Medelvardessatsen

Sats. Om f ar kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pa (a, b) sa
finns en punkt ¢ mellan a och b sadan att

CRLLELC)

Féljdsats 1. Om f'(x) > 0 for alla x i ett intervall /, s ar f
strangt vaxande i /.

Féljdsats 2. Om f'(x) < 0 for alla x i ett intervall /, s& ar f
strangt avtagande i /.

Féljdsats 3. Om f'(x) = 0 for alla x i ett intervall /, sa &r f
konstant i /.
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Medelvardessatsen med bevis

Sats. Om f ar kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar péa (a, b) s&
finns en punkt ¢ mellan a och b sadan att

Bevis. Bilda funktionen
_ f(b) — f(a)

a(x) = f(x) ﬁ(x —a)

D& géller att g(a) = g(b) = f(a). D4 méaste g anta ett stérsta
eller ett minsta varde i en punkt ¢ sddan att a < ¢ < b. Det
foljer av forra satsen att g’(c) = 0. Men

g(o) = f(e) - 10119

Att detta ar 0 var precis vad vi skulle bevisa.
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Exempel pa en strangt védxande funktion

Exempel: Funktionen f(x) = x3 &r stréngt vaxande pa hela
reella axeln.
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Nagra uppgifter

Uppgift 1. Pa vilka intervall &r funktionen f(x) = x® — 3x — 1
strangt véxande respektive strangt avtagande?

Uppgift 2. P4 vilka intervall ar funktionen g(t) =t — sint
strangt vaxande respektive strangt avtagande?
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Hogre ordningens derivator

Att derivera derivatan:

Om f(x) ar deriverbar s& ar f'(x) en funktion som talar om hur
f(x) férandras.

Om f'(x) &r deriverbar sa ar f”’(x) en funktion som talar om hur
f'(x) férandras.
. " o . d?f
Andraderivatan f”(x) skrivs ibland ocks& ax2
Och s& vidare! Om f &r n ganger deriverbar skrivs den n:te
n

d'f
' (m) -
derivatan f\")(x) eller o
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