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Injektiva funktioner

En funktion ar en regel som till varje tal i definitionsméangden
ordnar ett bestdmt tal i virdemangden.

Injektiva funktioner avbildar alltid olika x pa olika y, dvs:

X1 # X = f(x1) # f(x2)
Ett annat satt att sdga exakt samma sak &r:

f(x1) =f(x2) = x1 = x2

Séana funktioner kallas alltsd injektiva eller ett-till-ett.
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Invers

For injektiva funktioner gar det alltsa (i princip) att for alla
funktionsvarden tala om precis vilket x de kom ifran.
y—1

Exempel. Om y = f(x) = 2x + 1, s& maste x = 5 Detta

ger oss en ny funktion som kallas inversen till f och skrivs f~1.

.
| vart exempel ar f~(y) = yT

| allménhet kan man fér injektiva f definiera inversen pa samma
satt genom

) =x<=y=1fx)

Lars Filipsson SF1625 Envariabelanalys



Invers forts.

En inverterbar funktion och dess invers uppfyller alltid:
f=1(f(x)) = x, for alla x i definitionsméngden fér f
f(f~'(y)) = y, for alla y i definitionsmangden fér £~

Obs att definitionsmangden fér f &r vardemangden for £~
och vardeméangden for f ar definitionsmangden fér

Obs att strangt védxande och strangt avtagande funktioner alltid
ar injektiva och alltsa inverterbara.
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Invers forts.

Minns nu att en funktion ar en regel, och regeln hanger inte pa
vilka bokstaver man har valt fér att representera den. Ofta vill
man ha x som variabel i funktionen, aven for inversen. Det ar
smidigt nar man ritar grafer i xy-planet t ex att man far det som
man &r van vid.

Om man byter y mot x sd motsvarar det geometriskt en
spegling i linjen y = x. Alltsa géller:

Funktionsgraferna y = f(x) och y = f~'(x) &r varandras
spegelbilder i linjen y = x
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Uppgift 1: Bestam inversen till funktionen f som ges av

f(x)=x>+1, x<O0.

Ange inversens definitionsmangd och vardemangd samt rita
kurvorna y = f(x) och y = f~'(x) i samma koordinatsystem.

Uppgift 2: Visa att g(x) = x° + x3 + 1 &r inverterbar.
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Exponentialfunktionen

Exp. Det finns en funktion exp(x) = €* som &r definierad for
alla x och som har som vardeméangd alla y > 0.

Vi har potenslagarna som géller for alla s och t:

eSel — S+t
es/et — 5t
(e°) =€
1/el=e!
e’ =1
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Exponentialfunktionen &r deriverbar foér alla x och

d x

76 X
ax

=e".

Exponentialfunktionen &r strangt vaxande pa hela reella axeln.

Dessutom:
lim e =00 och im =0
X—00 X——00
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Den naturliga logaritmfunktionen

Eftersom exponentialfunktionen ar strangt védxande ar den
injektiv och har déarmed invers. Inversen kallas den naturliga
logaritmfunktionen, skrivs In.

Vi har alltsa:

Iny=x<=y=2¢€"

Eller pa ren svenska:

logaritmen fér y ar det tal man ska hdja e till for att resultatet
ska bli y.
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Vi har logaritmlagarna som géller f6r alla s och t storre &n 0:
In(st) =Ins+Int

In(s/t) =Ins—Int

In(s?) = tins
In(1/t) =—Int
In1=0
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Definitionsmangden f6r den naturliga logaritmfunktionen In ar
alla positiva reella tal och vardemangden ar alla reella tal.

In x ar deriverbar for alla x > 0 och

Inx = 1
dx X
Den naturliga logaritmfunktionen ar strangt véaxande fér x > 0.
Dessutom:
lim Inx =00 och lim Inx = —oc0
X—00 x—07t
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SIEWINEEIE

Tva sjélvklara saker:

IneX = x, for alla x.

e"* = x, forallax >0
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Uppgift 1. Bestdm inversen till funktionen h som ges av
h(x) = 2 +1
och ange inversens definitionsmangd och vardemangd. Skissa

(P& ett ungefar bara) y = h(x) och y = h='(x) i samma
koordinatsystem.

Uppgift 2. Sant eller falskt: om en funktion ar strangt vaxande
sa ar dess invers strangt avtagande?
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Andra exponentialfunktioner

Om vi vill anvanda andra baser an talet e sa kan vi géra sa har:

X Ina* _ xlna

a =e e

Dvs a* kan alltid skrivas som e med nan konstant k. Har
tanker vi oss att a ar nagot positivt tal men inte 1.

Pa samma vis kan man dversatta mellan logaritmer med olika
baser.
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Viktiga gransvarden

Dessa standardgréansvarden maste man kunna (a > 0):

lim xInx=20
x—0t
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Talet e ar ett specifikt reellt tal, det ar inte rationellt, och det
brukar definieras genom ett gransvarde eller en summa:

= lim (1 1X—OO1
e=lim {1+ ) =>

n=0

Ett annat satt kan vara att férst definiera exponentialfunktionen
exp och sedan sétta e = exp(1).

Hur som helst géller att e ~ 2.71828
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Bevis?

For att bevisa allt det vi har sagt om exp och In kan man i
princip utga fran vad e” betyder om r ar rationellt och sedan
definiera ¥ som ett gransvarde av e’ nér r &r rationellt och gar
mot x. Da blir * definierat for alla x. Sedan far man bevisa
potenslagarna och derivatan av e*. Man maste visa att e* ar
strangt vaxande och da vet man att den har invers som man
kan kalla In. Potenslagar ger da loglagar, osv osv.

Detta gar att géra, men problemet &r att det ar valdigt svart att

gbra det ordentligt. Bara att bevisa att potenslagarna galler for
icke-rationella exponenter blir ganska kndligt.
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Bevis?

Darfér gér boken pa ett annat séatt. Boken bdérjar med att
definiera In x som en integral (se kap 3.3). Med den definitionen
ar det 1att att bevisa loglagarna och derivatan av In x, som |att
visas vara strangt vaxande. Darmed har den invers som vi kan
kalla exp. Potenslagarna harleds ur loglagarna och derivatan
av exp(x) far vi med hjélp av derivatan av In x. P& detta satt
lyckas boken bevisa alla fakta som vi vill ha kring exp och In
utan att det blir fér krangligt. Sen kollar man sa att de funktioner
vi far pa detta satt ar just de vanliga exp och In.
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Inversa trigonometriska funktioner

Eftersom sinus, cosinus, tangens och cotangens ar periodiska
funktioner sa kan de inte inverteras. Man skulle kunna tro att
det var end of story men sa ar det inte. Om man begréansar
definitionsméangderna till dessa funktioner sa far man
namligen funktioner som gar att invertera:
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arcsin

Funktionen S(v) =sinv, —7/2 < v < 7/2, &r inverterbar och
inversen heter arcsin, eller sin~'.

Definitionen blir allts&:

arcsint =v <= t=sinvoch —n/2 <v < /2.

Eller pa ren svenska:

arcsin t ar den vinkel (i intervallet [-75, 7]) vars sinusvarde &r t.

Defintionsméngden for arcsin &r sjalvfallet [-1, 1] och
vardeméangden forstas [—7/2, 7/2].
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arccos

Funktionen C(v) = cosv, 0 < v <, ar inverterbar och
inversen heter arccos, eller cos—1.

Definitionen blir alltsa:

arccost=v<=t=cosvoch0<v <.

Eller pa ren svenska:

arccos t &r den vinkel (i intervallet [0, 7]) vars cosinusvarde ar t.

Defintionsméngden fér arccos &r sjalvfallet [-1, 1] och
vardemangden férstas [0, 7].
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arctan

Funktionen T(v) =tanv, —n/2 < v < x/2, &r inverterbar och

inversen heter arctan, eller tan—'.

Definitionen blir alltsa:

arctant =v <= t=tanvoch —7/2 <v < m/2.

Eller pa ren svenska:

arctan t ar den vinkel (i intervallet (-7, %)) vars tan-véarde ér t.

Defintionsméangden for arctan &r sjalvfallet R och
vardemangden forstas (—=/2,7/2).
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Uppgift. Férenkla sa langt som méjligt:

arcsin 0, arcsin 1, arccos 0, arccos 1
1
arctan 0, arctan 1, arccos > arctan v'3
1 3
In—,  2inx+In In e~
e X
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Viktiga derivator

De inversa trigonometriska funktionernas derivator:

d 1

— inNx = —— —1<x<1
dxarcsmx T

iarccosx— —; —-1<x<1
adx RV

d .
—arctanx = for alla x
ax

1+ x27
(Ni far sjalva lista ut arccot. Laxa: Moduluppg: 1, 2, 4, 8)

Lars Filipsson SF1625 Envariabelanalys



