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DD1350 Logik for dataloger

FO 3 — Satslogikens semantik

Kort repetition

Satslogik — formellt sprak for att uttrycka pastaenden
med variabler och konnektiv /\, V/, —, —

t.ex.

pr-g—T




Kort repetition

Naturlig deduktion — system av regler for att generera
nya pastaenden (slutsatser) utifran givna pastaenden
(premisser) med symbolisk manipulation.

Genom att anvanda reglerna upprepade ganger kan vi
konstruera (ev. langa och komplicerade) beuvis.

Man kan nu fraga sig:
 aralla regler korrekta (och vad betyder "korrekta”)?
* har vi tillrdckligt manga regler?

Satslogikens semantik

”Semantik” = innebord, betydelse

Fraga: Nar ar formeln p A =g — r sann?
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Satslogikens semantik

Fraga: Nar ar formeln p A =g — r sann?

Svar: Det beror pa variablernas sanningsvarden. Vilka
pastaenden variablerna representerar ar inte
relevant .

Formeln ovan ar till exempel falsk om p ar sann medan
g och r ar falska.

Valueringar

En valuering ar en tilldelning av sanningsvarden till
varje variabel, t.ex.:

{p:Fq:T,r:F}

Givet en valuering kan vi berdkna sanningsvardet pa
hela formler med hjalp av sanningsvardestabeller
(en tabell per konnektiv)
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Sanningsvardestabeller

Negation Konjunktion

R ¢ |V PAY

T | F T T T

F|T T F F
F T F
F F F

Sanningsvardestabeller

Disjunktion Implikation
¢ v oVy o |lVv | ¢y
T T T T | T T
T F T T | F F
F T T F|T T
F F F F | F T
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Formelns sanningsvarde

* En formels sanningsvarde kan nu beraknas rekursivt.

* Exempel:p — (g —p)och {p:F q:T}

p—@—p:T

T

p:F q—p:F

Exemplet i tabellform

Pl4q9]|9—p p—(@—p)
T|T T T
T|F T T
F|T F T
F | F T T
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Ovning

Vilka valueringar gor féljande formel sann:

(p—q)—p

B Alla valueringar dar p ar sann
B Alla valueringar dar p ar falsk

[ Inga valueringar

11

Modeller

En modell till en formel ar en tolkning av symbolerna i
formeln sa att formeln blir sann eller falsk
— | satslogik &r modell = valuering

— Senare i kursen kommer vi att tréffa pa andra sorters
modeller

III

(OBS att i andra logikbocker sa ar “modell” = “tolkning
som gor formeln sann”. Men vi kommer att halla oss
till bokens terminologi att “modell” = “tolkning”).
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Logisk konsekvens

Formeln y ar en logisk konsekvens av ¢, ¢,, ..., ¢,
om y ar sann i alla modellerivilka ¢,, @, ..., ¢, ar
sanna.

Detta skrivs

Pp O3 ..., O, E Y

Logisk konsekvens

Logisk konsekvens i satslogik kan undersdkas med hjalp
av sanningsvardestabeller.

T.ex.ardetsantatt png E pvg?

Alla valueringar som gor

plqg A Vg premisserna sanna
1T T [ T
T|F F T
Alla valueringar som gor
i T F T/ slutsatsen sann
F|F F F

2015-09-11



Ovning

Vilka av formlerna nedan ar en logisk konsekvens av

pAg ?
W poA—g
W-pANg
IpVaq

Sundhet

Ponera att vi kan bevisa y utifran premisserna
P P By
Ar det da ocksa sa att y ar en logisk konsekvens av
Op Poeees Py ?
Dvs dr det sant att
Op Oy ..., @, -y medforatt ¢, ¢y ..., 0, Fy ?

Denna (6nskvarda) egenskap kallas sundhet.

... och svaret ar ja, naturlig deduktion ar sund for satslogik.
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Sundhet, bevisskiss

Sundhet kan bevisas med strukturell induktion (som vi
kommer betrakta ndrmare i period 2).

Karnan i beviset ar en fall-analys: For varje bevisregel

visar vi att regeln ar sund, dvs att slutsatsen ar en
logisk konsekvens av premisserna.

Induktionssteget visar att vi om vi kombinerar sunda
regler far vi ett sunt bevissystem.

Sundhet, /e,

N
Tex. e, 22¥

Alla valueringar som gor
premisserna sanna

-
~
»J
>

slutsatsen sann

"11’11/'%/%
|| || = |k

T
F/ Alla valueringar som gor
F
F
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Sundhet, Ve

Genomgang pa tavlan

Sundhet, foljder
En foljd av satslogikens sundhet ar:
Om v inte ar en logisk konsekvens av @, ©,, ..., ¢,sa
finns det heller inget bevis for y utifran premisserna
O P -es Py

Dvs vi kan anvanda metoden med sanningstabeller for
att en viss sekvent inte ar bevisbar.
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Fullstandighet

Ponera att y ar en logisk konsekvens av

O P oo Py
Ar det da ocksa sa att vi kan bevisa y utifran premisserna
P Py oes @7

Dvs ar det sant att
Qp Py ..., O, EY medforatt ¢;, ¢y ..., ¢, -y ?

Denna (6nskvarda) egenskap kallas fullstandighet.

... och svaret ar ja, naturlig deduktion ar fullstandig for
satslogik.

Ovning

Johans forsta bevissystem J1 har en enda bevisregel:
_®
¢

B J1 ir sunt men inte fullstindigt
M J1 ir fullstindigt men inte sunt

[ 1)1 &r varken sunt eller fullstindigt

22
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Ovning

Johans andra bevissystem J2 har en enda bevisregel:
¢
B )2 4r sunt men inte fullstandigt

M )2 ir fullstindigt men inte sunt

[ 112 &r varken sunt eller fullstindigt

23

Validitet och satisfierbarhet

En formel &r valid om den ar sann i alla modeller.

Enklaste exemplet: p V —p

En formel ar satisfierbar om den ar sann i nagon modell.

Enklaste exemplet: D

En formel ar osatisfierbar om den ar falsk i alla modeller.

Enklaste exemplet: p /\ —p
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(1) Alla valida formler

(2)

v

(3) Alla osatisfierbara formler

(1) +(2) +(3) = Alla satslogiska formler som finns

(1) + (2) = Alla satisfierbara formler

Om @ &r valid s3 ar —@ osatisfierbar

Om w ar varken valid eller osatisfierbar, sa géller samma sak daven fér -y
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