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Teori for linjara ordinira differentialkvationer
med konstanta koefficienter

1. FORSTA ORDNINGEN

Homogena fallet. En homogen linjér differentialekvation av 1:a ordningen med kon-
stanta koefficienter kan skrivas

y'(t) + ky(t) =0
for nagon konstant k. Vi kan 16sa den genom att undersoka den karaktéristiska ekvatio-
nen r + k = 0 som har I6sning » = —k. Losningen till differentialekvationen blir

y(t) = Ce ™ dir C dr en godtycklig konstant.

Bevis. Det ir litt att kontrollera att e=** dr en 16sning till ekvationen. Frigan dr om
det kan finnas andra 16sningar. Antag att y(¢) 4r en 16sning, vilken som helst, dvs y
uppfyller ¥/ (¢) + ky(t) = 0. I sa fall giller att

dyt) _y'Me™ —y()e™(=k) _ y'({t)+ky(t)
dt ekt (e—kt)2 e—kt

Det foljer att

=0

v(®) _ -

—kt
e
for ndgon konstant C'. Med andra ord &r

y(t) = Ce ™, C godtycklig konstant.
alla 16sningar till diffekvationen.

Inhomogena fallet. En inhomogen forsta ordningens linjar differentialekvation med
konstanta koefficienter kan skrivas

y'(t) + ky(t) = f(t)
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ddr k£ dr en konstant och f ndgon funktion av ¢. Om y, dr ndgon l6sning till denna
ekvation och y;, dr allménna l6sningen till den homogena ekvationen ¢/(¢) + ky(t) = 0
sa giller att allmédnna 16sningen till

y'(t) + ky(t) = f(t)

har formen

y(t) = yn(t) + yp(t).

Bevis. Anta att y, dr en partikuldrlosning, dvs en 16sning till /(¢) + ky(t) = f(¢). Det
dr 1dtt att se genom att derivera och sitt in i ekvationen att y;, + y, kommer att vara en
16sning oavsett hur konstanten i y;, viljs. Men kan det finnas andra 16sningar? Om y &r
en losning, vilken som helst, sa giller att

(Y= up) +k(y =) = () = f(t) =0
Med andra ord dr y — y,, en 10sning till den homogena ekvationen. Det foljer av resone-
manget ovan om det homogena fallet att

y(t) — y,(t) = Ce ™ for ndgon konstant C
eller med andra ord att

Y =1yn+ Yp-
Alla 16sningar fas alltsa pa detta sitt.

2. ANDRA ORDNINGEN

Homogena fallet. En homogen linjar differentialekvation av 2:a ordningen med kon-
stanta koefficienter kan skrivas

y'(t) + ay'(t) + by(t) = 0
for ndgra konstanter a, b. Vi kan 16sa den genom att undersoka den karaktéristiska ekva-
tionen r2 + ar + b = 0 som har 16sning 71 och r,. Losningen till differentialekvationen
far delas upp i tre fall:

Fall 1. Om ry # 1o och dessa ir reella tal, sa har differentialekvationen allmén 16sning

y(t) = Ae™ + Be™! dir A, B ir godtyckliga konstanter.

Fall 2. Om r; = 9, sa har differentialekvationen allmén 16snng

y(t) = Ae™ + Bte™', dir A, B ir godtyckliga konstanter.

Fall 3. Om r; 5 = a £ 13 dir av och 3 ir reella tal, sd har differentialekvationen allmén
16snng

y(t) = Ae*(Acos Bt + Bsin 8t), dir A, B ir godtyckliga konstanter.
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Bevis. Det ir litt att kontrollera att funktionerna som anges ovan verkligen 16ser diffe-
rentialekvationen i de olika fallen. Vi ska nu se att de ger alla Iosningar. Vi vet att e~ "1
ar en losning till ekvationen. Antag att y(t) dr en annan 16sning, vilken som helst, dvs att
y" + ay’ + by = 0. Eftersom ™" dr skilt fran noll sd kan vi anta att den andra losningen
y kan skrivas y(t) = v(t)e™!, fér ndgon funktion v. Om vi deriverar detta tva génger sa
ser vi (efter en del rdknande och forenklande) att

y' +ay +by=0<="(t)+ (2r1 + a)v'(t) =0
vilket 1 sin tur dr ekvivalent med att

V() + (r1 — )0 (1) =0
pa grund av sambandet mellan rotter och koefficienter i ett polynom (se wikipedia).
Hiir ser vi att om 7y = 7 sd maste v” (t) = 0 vilket ger att v(t) = A+ Bt, for godtyckliga
konstanter A och B. Det betyder att y(t) = (A + Bt)e"". Detta bevisar fall 2.

Om ry; # ry sa far vi med hjdlp av det vi gjort tidigare om forsta ordningens ekvation
att

V' (t) = Ce~ (=2t
och darfor blir

v(t) = A4 Be (=) f5r godtyckliga konstanter A, B
och foljaktligen blir

y(t) = (A + Bem(n7r2hent = Aemt 4 Bert

vilket bevisar fall 1, om r; # r ér reella.

Om rotterna dr komplexa sa far vi fortfarande 16sningen som i fall 1 men da innehaller
16sningen komplexa tal, dvs vi far (om rotterna dr o =+ i 3):

y(t) = Ael@tPt  Bela=iB)t — et A(cos Gt 4 isin Bt) + B(cos Bt — i sin Bt)).

Har kan vi vilja konstanterna A och B fritt bland de komplexa talen. Om vi for nagra
reella tal C' och D viljer A = C' + iD och B = C' — iD sa blir 16sningen reell, och
den kan da skrivas precis som det som star angivet i fall 3 (efter att man bytt namn pa
koefficienterna).

Inhomogena fallet. En inhomogen linjdr differentialekvation av 2:a ordningen med
konstanta koefficienter kan skrivas

y'(t) + ay'(t) + by(t) = f(2)
for nagra konstanter a, b och ndgon funktion f av ¢. Om y, dr nagon 16sning till denna

ekvation och y;, dr allménna 16sningen till den homogena ekvationen y”(t) + ay/'(t) +

by(t) = 0 sa giller att allménna 16sningen till
3
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y'(t) +ay'(t) + by(t) = f(t)
har formen

y(t) = yn(t) + yp(t).
Bevis. Anta att y, dr en partikuldrlosning, en 16sning till y”(t) + ay/(t) + by(t) =
f(t). Det ar ldtt att kontrollera att y, + y, blir en 16sning till diffekvationen hur &n
koefficienterna i y;, viljs. Men far man alla 16sningar pa detta sétt? Om y dr en 16sning,
vilken som helst, sa géller att

(y—up)" + aly —yp)" + 0y —yp) = f(t) = f(t) =0
Med andra ord ar y — y,, en 10sning till den homogena ekvationen. Det foljer av resone-
manget ovan om det homogena fallet att

Y=Yn+ Yp-
Sa detta ger verkligen alla 16sningar.

3. KONSTEN ATT HITTA PARTIKULARLOSNINGAR

Nir man letar partikulédrlosningar dr filosofin att man gissar att det gar att hitta en parti-
kulédrlgsning av samma funktionstyp som hogerledet f(¢).

Om hogerledet f(¢) dr 10 sa gissar man att man kan hitta en y, som &r en konstant. Dvs
man ansdtter y,, = ¢, deriverar och sitter in i ekvationen och bestimmer ¢

Om f(t) = 2t sa ansétter man y, = ct + d, deriverar och sitter in i ekvationen och
bestammer talen c och d.

Om f(t) = 3e~* sd ansitter man y, = ce~*, deriverar och sitter in i ekvationen och
bestimmer talet c.

Om f(t) = 5cos 7t sa ansdtter man y, = ccos 7t + dsin 7t, deriverar och sitter in i
ekvationen och bestimmer talen c och d.

4. FENOMENET RESONANS

OM den tilltinkta gissade partikkuldrlosningen y,, dr en del av den homogena 16sningen
sa far man bara noll ndr man deriverar och sitter in i ekvationen och det gar inte att
bestimma nagra konstanter. D4 fir man multiplicera den y, man hade tinkt ansitta
med ? och anviinda det som sin gissade y,,.

Exempel: Om man ska 16sa diffekvationen y”(t) — 4y/(t) + 3y(t) = €3 s hittar man
forst y, = Ae' + Be®. Sedan vill man ansitta y, = ce® men det funkar inte eftersom
detta ér en del av den homogena 18sningen. D4 ansétter man istillet y, = cte®, deriverar
och sitter in i ekvationen och far

1
Yp = —te.
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Hela 16sningen till diffekvationen 3" — 41/’ + 3y = e3¢ blir dirfor

1
y(t) = Ae' + Be + étegt.



