DD1350 Logik for dataloger

Fo 4 - Predikatlogik

Kort repetition

Satslogik

Naturlig deduktion ar ett sunt och fullstandigt
bevissystem for satslogik

Avgorbarhet
Sa vad saknas?



Egenskaper

- Satslogiken ar dalig pa att uttrycka egenskaper
hos objekt.

 T.ex. ”Anna ar student och Eva ar student”

| satslogik blir detta ”p /\ @”, men detta verkar
inte fanga hela betydelsen...

- Battre:
Student(anna) /\ Student(eva) eller
P(a) N\ P(e)

vilket i varje fall visar att det finns 2 objekt med
samma egenskap.

Relationer

- Satslogiken ar dalig pa att uttrycka relationer
mellan objekt.

« T.ex. ”Om en person kanner en annan person, sa
kanner den andra personen ocksa den forsta.”

« Om vi vet ”Anna kanner Eva” sa vill vi kunna dra
slutsatsen ”Eva kanner Anna”.

o YxVy( Kdnner(x,y) = Kdnner(y,x))



Fler brister hos satslogik

« Satslogiken kan inte uttrycka pastaenden om ett
oandligt antal element, t. ex.

”Alla primtal storre an 2 ar udda”
Vx ( Primtal(x) \ x>2 = Udda(x))

- Detta pastaende kan inte uttryckas i satslogik.

Predikatlogik

 Predikatlogik utokar det satslogiska spraket
med:

— variabler

— konstanter

— funktionssymboler
— relationssymboler
— kvantifierare



Variabler och konstanter

« Variabler kan bindas till termer (definieras
snart), som representerar objekt

— Som variabler anvander vi typiskt u, v, w, X, v, z

» Konstanter representerar objekt
— typiskt a, b, ¢, anna, eva, sverige, stefan_l6fven

Termer

« Funktionssymboler ar t.ex. f, g, +, ¢
— Varje symbol har en aritet (antal argument)

* En term definieras rekursivt:
— en variabel ar en term
— en konstant ar en term
— om f ar en funktionssymbol av aritet n, och t,, ...
ar termer, sa ar f (t,, ..., t, ) en term

— inget annat ar en term



Formler

« Relationssymboler, t.ex P, Q, Kanner, Primtal,
Udda
 Formler definieras rekursivt:

— om P ar en relationssymbol med aritet n, och t, ..., t
ar termer, sa ar P (t,, ..., t, ) en formel

n

— om ¢ och vy ar formler sa ar foljande formler:
—'Cp,(p/\l]), (P\/ P, Y, VXCP, HXCP
— inget annat ar en formel

Exempel

Kvantifierare kan forekomma inne i formler:
”Alla manniskor har en mamma”
Vx ( Ménniska(x) = 3y ( Mamma(y,x)))

”Alla svenska medborgare har en kung”
dy Vx ( Svensk(x) = Kung(y,x))

”Ingen manniska saknar en mamma”
- 3dx ( Mdnniska(x) /\ =3y ( Mamma(y,x)))



Likhet

=" ar en speciell relationssymbol som vi antar
alltid finns i logiken.

X =y betecknar att x och y ar samma objekt

T.ex. max ett objekt har egenskapen E:

Vx Vy (E(x) A E(y) > x=Y)

Rackvidd

Vilka kvantifierare binder vilka forekomster av
vilka variabler?

Vo dy (PCew) A dx O(x,p))

Rackvidden (eng: scope) for en kvantifierare i en
formel ...(Vx ¢)... eller ...(3x ¢)... omfattar alla

forekomster av variabeln x i delformeln ¢, med

undantag av de som i sin tur tillhor en delformel
Vxy eller Ixyp av ¢



Fria och bundna variabelforekomster

« En forekomst av en variabel x i en formel ¢ ar
bunden om den ligger inom rackvidden for nagon
kvantifierare, och ar fri annars

« Exempel: i formeln 3y (P(x,y) A 3x O(x,y)) ar
forsta forekomsten av variabeln x fri, och den
andra bunden

« En kvantifierare Vx eller dx binder alla (fria)
forekomster av variabeln x inom sin rackvidd

« Vi kan byta namn pa bundna variabler men inte pa
frial

Substitution

For en variabel x, en term ¢ och en formel @,
betecknar ¢[¢ / x] formeln som ar resultatet av
substitutionen av alla fria forekomster av x i ¢
med ¢

Exempel:
Ay (P(x,y) A Ax O(x,p)) [x+1/x]

= dy (P(x+1,p) A dx O(x,))



Variabelinfangande

e Problem: ¢(x) =3y (x<y)
—vad arda ¢(»)? Iy (x<y)[v/x]?
men dy (y <y) har inte samma mening!

— variabelinfangande (eng: variable capture)

— nar vi gor en substitution maste vi undvika
variabelinfangande!

* Substitutionen ¢[# / x] undviker infangande om
tarfriforxi¢

Variabelinfangande

Termen ¢ ar fri for variabeln x i formeln ¢ om
ingen fri forekomst av x i ¢ ar inom rackvidden
for nagon kvantifierare Vy eller 3y for nagon
variabel y i ¢

Detta kan alltid astadkommas - genom omddpning
i formeln, t.ex:

d(x) =y (x<y) y kan dopas om till z
d(x) =3z (x <z2) med samma mening

00) =3z (<2)



Substitution som undviker
variabelinfangande

OBS: | kursen kommer vi lata

o[z / x]

beteckna resultatet av substitutionen som
undviker variabelinfangande!
1. iformeln ¢, dop om alla kvantifierare som fangar

nagon variabel i termen ¢ vid nagon fri forekomst av
variabeln x i formeln ¢

2. utfor substitutionen som vanligt, dvs substituera
alla fria forekomster av x i ¢ med ¢



