Inlamningsuppgift 1, SF1677

Namn: Personnummer:

Email:

Allmint och Regler: Uppgiften dr individuell, men du far diskutera den med andra studenter. I
praktiken innebar detta ni far diskutera hur mycket som helst med varandra men att du skall sitta ensam
ndr du skriver dina svar. Du far inte dela dina skrivna l6sningar med nagon. Uppgiften kommer att
rattas med kriterierna, komplettering, “godkint utan bonus” och “godkédnt med bonus”. Godkéint med
bonus innebir att du automatiskt far full podng pa ett av tentans tal. Inlimningsuppgifterna kommer
att bedommas kvalitativt efter hur vil ni resonerar och inte individuellt podngséttas. Alla svar skall
bevisas!

Sista inldmningsdag ar: Mandagen den 3e Oktober via mail (til
johnan@kth.se)! eller pa foreldsningen. Observera att datumet ér lite senare vad som anges i forelis-
ningsplanen.

Uppgift 1: I algebran sa anvinder man ibland Zariski topologin pa R. I Zariski topologin sa ar en
mingd U C R 6ppen om U¢, komplementet till U, har dndligt manga element eller om U = (). Vi kallar
R med Zariski topologin fér Z och definierar en avbildning f : Z + Z att vara kontinuerlig om f~(U)
ar Oppen (i Zariski topologin) for varje 6ppen méngd (i Zariski topologin) U. D.v.s. f &r kontinuerlig
om (f~Y(U))" har dndligt manga element for alla U siadana att U¢ har dndligt manga element.

Observera att vi definierar ingen metrik pa Z: sa e — ¢ definitionen for kontinuitet dr inte applicerbar,
ej heller kontinuitetsdefinitionen: f(z;) — f(xo) om z; — x( dr applicerbar.

1. Ge en beskrivning? av alla kontinuerliga funktioner f : Z s Z.

2. Ge ett exempel pa en funktion f(z): R +— R som &r kontinuerlig i Zariski topologin men diskon-
tinuerlig i den vanliga topologin.

3. Ge ett exempel pa en funktion f(z) : R — R som é&r diskontinuerlig i Zariski topologin men
kontinuerlig i den vanliga topologin.

Uppgift 2: Vi sdger att en funktion f(x): D — R, D C R, &r Lipschitz-kontinuerlig pa D om det
existerar ett L € R sa att

v,y € D= |f(z) = fly)| < Lz —yl,

vi vi kallar L for Lipschitz konstanten till f.
Lat ¢ : [a, b] — R ha egenskapen att det existerar ett L, € R sa att det for varje z € [a, b] sa existerar
det ett ¢, > 0 sa att

Ty € (z—ezte) bl = lgz) —g(y)| < Ll —y.

Bevisa att g ar Lipschitz-kontinuerlig pa [a, b] med Lipschitz konstant L.

[LEDTRAD| Ar [a,b] “covering compact™ Har [a,b] nagot “open cover” som du kan anvinda?

Forts. nasta sida.

!Scannade l6sningar eller datorskrivna, papper fotograferade med mobilkamera godtas inte!

2Din beskrivning skall vara kort och tydlig. T.ex. “Alla vixande funktioner ir kontinuerliga.” eller “Alla funktioner
f(x) sd att lim,_, f(x) = 0o och det finns tre tal x1,x2 och x3 sd att f(x;) =7 for i = 1,2, 3 dr kontinuerliga.” Givetvis
s& &dr svaren i denna fotnot fel.



Uppgift 3: Lat M vara mangden av alla begrinsade talfoljder i R, d.v.s.

M = {(ap,a1,as,as, ....); a, € R och sup|a,| < co}.
neN

1. Definiera metriken dy : M x M + R enligt

di((an), (bn)) = sup |a, — by,

neN

dér vi anvénder notationen (a,,) for talfoljden ag, ay, ..., ay, ....

0
n

a) Bevisa att om (a/) dr en f6ljd av talfcljder sa kommer lim.:_,o, d1((a?), (a®)) = 0 att implicera
( ) n J n

att lim;_,o, |aZ, — al| = 0 for alla n € N.

(b) Hitta en sluten och begréinsad méngd A C M som inte &r kompakt.

(¢) Frivillig svar uppgift. Giller omviindningen till 1la: Om lim;_, |af —a%| = 0 for allan € N
s& kommer d;((a?), (a?)) — 07

2. Definiera metriken dy : M x M — R enligt

o0

do((a,), (o) = 3

n=0

1 |a, — by
2" |a, — byl + 1
dar vi anvinder notationen (a,,) for talfoljden ag, ay, ..., an, ....

(a) Bevisa att om (a/)) &r en f6ljd av talféljder och om lim; . |a? — a%] = 0 for alla n € N da
kommer 4
lim dy((a3), (a,)) = 0.
j—o0

(b) Giller det att om (a) dr en foljd av talféljder sa att

lim dy((a), (0)) = 0,

Jj—o0

dir (0) = 0,0,0, ... ir foljden som bara bestar av nollor, s& kommer lim;_,oa’, = 0 for alla n?

Lycka Till!



