SF1625 Envariabelanalys

Forelasning 9

Lars Filipsson

Institutionen fér matematik
KTH

16 september 2016

Lars Filipsson SF1625 Envariabelanalys



Homogena injara ODE m konst koeff

Sist: homogena linjara ODE med konstanta koefficienter.

Foérsta ordningens sadan ekvation kan skrivas

y'(t) +ky(t) =0
fér nagon konstant k.

Lésningen fas genom karaktariskta ekvationen r + k = 0:
Kar ekv r + k = 0 har lésningen r = —k sa

y(t) = Ce X C godtycklig konstant.
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Homogena injara ODE m konst koeff

Andra ordningens sadan ekvation kan skrivas
ay"(t) + by'(t) + cy(t) = 0
for nagra konstanter a, b, c.

Lésningen fas via karaktaristiska ekvationen ar? + br 4+ ¢ = 0.
Vi far tre fall beroende pa hur Iésningarna ry och r» ser ut:

Fall 1. Om ry # r, ar reella, sa ar allméanna Iésningen till DE
y(t) = Ae"' + Be™!, A, B godt konst
Fall 2. Om ry = r,, reell, s& ar allmanna I6sningen till DE
y(t) = (A+ Bt)e"!, A, Bgodt konst
Fall 3. Om ry » = o £ i sé& &r allmanna l6sningen till DE
y(t) = e*!(Acos t + Bsint), A, B godt konst



Tillampningsexempel

Diffekvationen ay”(t) + by’(t) + cy(t) = 0 kallas ibland
svangningsekvationen. Olika val av konstanterna a och b
beskriver olika typer av svangning.

Odampad svangning beskrivs dd a > 0, b =0 och ¢ > 0, dvs
y'(t)+wPy(t) =0
For positiva a, b och ¢ skilier man pa ddmpad svangning,

kritiskt ddmpad svangning och dverddmpad svangning (se
slutet av kap 3.7 i boken).
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Inhomogena injara ODE m konst koeff

Nu ska vi I6sa inhomogena ekvationer, dvs dar hdger led # 0.
Exempel:

1
y(t)+5y(0) =3
For sadana géller: Losningens struktur &r y = yp, + yp dér yj

&r allman l6sning till homogena ekvationen och y, &r ndgon
partikularlésning till given DE.

Som tidigare hittas y, = Ce~!/2

Ansatt (gissa) y, = a for nagot tal a. D& &r
Yh(t) + 3yp(t) =3« a=6. Vifaralltsa y, = 6

Allmanna 18sningen till y'(t) + Sy(t) = 3 &r da
y(t) = Ce~1/2 1+ 6, C godtycklig konstant.
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Tillampningsexempel

Dagens tentaproblem. En mjélkférpackning med
temperaturen 4° C tas ur kylskapet och placeras i
rumstemperatur. Efter 12 minuter har mj6lken antagit
temperaturen 12° C. Efter hur lang tid ytterligare har mjélkens
temperatur natt 18° C?
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Andra ordningens inhomogena ekvation

Ordning 2 f6ljer samma princip. Exempel:

y'(t) —2y'(t) + 5y(t) = 35

Lésningsgang:
Lésningens struktur &r y = y, + yp dar yj ar allm 16sn till den
homogena ekvationen och y, ar nagon part. 16sn. till given DE.

Som férra gangen fas yp(t) = e!(Acos 2t + Bsin 2t)

Gissa (ansatt) yp, = a. Derivering och inséttning i DE ger
5a=35dvsa=7.Viharalltsa y, =7

Allm 16sn till DE ar y(t) = e(Acos2t + Bsin2t) + 7
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Mer om inhomogena fallet

Lésningsgangen fér en inhomogen ekvation

y" + ay’ + by = f(t) &r som vi sag pa forra bilden:

- Finn yy,

- Finn y,, (se kap 18.6 - ansétt y, som liknar hogerledet)
-Addera: y = yp + ¥p

- Bestdm ev konstanter med hjélp av villkoren.

Vid anséttning i steg 2 nar man s6ker y, ska man gissa att
partikularlésningen ser ut ungefar som hégerledet. Om
hdgerledet ar ett polynom, ansétt ett polynom. Om hégerledet
ar en exp-funktion, ansatt en exponentialfunktion. Om
hdgerledet &r sin eller cos, anséatt en kombination av sin och
Ccos.

Vid ansattning av y, far ingen term finnas med i y,. Om nagon
term av y, finns med i y, - mulitplicera anséattningen med
variabeln och férsok igen.
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Los differentialekvationerna!

Ay + (1) — (t)=8t
B. y"(t) = 3y'(t) +2y(t) =
C. y"(t) = 3y'(t) +2y(t)
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Resonans

Uppgift. Lés initialvardesproblemet

{y”(t) +y(t) =sint
y(0)=0, y'(0)=0

1.y, = Ccost+ Dsint, dar C och D ar godtyckliga konstanter.

t
2. Yp = —5 Cos t.
3. Loésningen till DE &r y(t) = Ccost+ Dsint — écos t.

4. Loésningen till IVP ar y(t) = %sin t— écos t.
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Resonans

Uppgift. Initialvardesproblemet

y'(t) + y(t) =sint
y(0)=0, y'(0)=0
har alltsa I6sningen

1. t
y(t) = ésmt— écosz‘.

. |
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Resonans

https://www.youtube.com/watch?v=j-zczJXSxnw
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Exponentialfunktionen

Exp. Det finns en funktion exp(x) = € som ar definierad for
alla x och har som vardemangd alla y > 0. Den ar strangt
vaxande och &r sin egen derivata. Potenslagarna géller:

eset — es+t7 eS/et — esfl‘7 (eS)f — GSt, o

Log. Eftersom exponentialfunktionen &r strangt vaxande har
den en invers. Inversen kallas In. Definitionsméangden f6r In &r
alla positiva reella tal och vardeméangden &r alla reella tal. In &r
strangt véxande, DIn x = 1/x. Logaritmlagarna:

In(st) =Ins+Int, In(s/t)=Ins—Int, In(s!)=tins,...

Vi ska skissa beviset for detta.

Lars Filipsson SF1625 Envariabelanalys



