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Oversikt 6ver nagra viktiga derivatatillamningar

1. Férandringstakt. Derivata mater férandringstakt, till exemel
(men inte bara) hastighet.

2. Linjar approximation. Tva exempel pa nya anvandningar:
Newton-Raphson (ekvationslésning), LHopital (gransvarden).

3. Max/min-problem. Derivata kan anvandas for hitta
funktioners stdrsta och minsta varden.

4. Kurvritning. Derivatan ger underlag fér att rita grafen
y = f(x) och svara pa en mangd fragor om f. Dessutom: vad
sager andraderivatan? och asymptoter.

5. Taylors formel. Som linjar approximation fast med polynom
av hégre grad.
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Kan ni derivera?

For att kunna tillampa derivator sa maste man kunna derivera.
Sa derivera dessa funktioner!

f(x) = x — arcsin x
g(x) = xe'/”

h(x) = arctan2x — In\/1 + 4x?

2

k(x) =In(cos x) + xtan x — X

5 om-—-7/2<x<m/2
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Tillampningar av derivata

1. Férandringstakt. En massa ar upphangd i en fjader enligt
figur pa tavlan. Avvikelsen fran jamviktslaget (i meter) ges
vid tiden t sekunder av

y =2sin (3t— %)

Bestdm den maximala farten hos massan.

2. Forandringstakt. Ett trag enligt figur pa tavlan fylls med
vatten i en takt av 1 kubikmeter per minut. Hur snabbt stiger
vattenytan i det 6gonblick da djupet &r 1/2 meter?
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Tillampningar av derivata

Linjar approximation f(x) ~ f(a) + f'(a)(x — a) kan anvéndas
for att I6sa ekvationer. Om man vill I16sa ekvationen f(x) = 0,
sa kan man bdrja med att gissa ett startvarde xq, géra linjar
approximation kring xp och ta reda pa nér den linjara
approximationen blir 0. Med andra ord:

Man ersétter ekvationen f(x) = 0 med ekvationen
f(x0) + f'(X0)(x — Xo) = 0 och I&ser ut x. Man far

f(xo)

f'(xo)

Sedan kan man upprepa proceduren fa en féljd av successiva
(och férhoppningsvis battre och battre) approximationer av
I6sningen. Detta & Newton-Raphsons metod (se kapitel 4.2):

f(x,
Xn+1 = Xn — f’((XI:,)).
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Tillampningar av linjar approximation

L'Hospitals regel for att rakna ut gransvarden. Under vissa
férutsattningar pa f och g géller att
. f(x) 0 f'(x)
lim —~= = |-| =
xsag(x) 0] T xmag(x)
| bokens kapitel 4.3 star att Iasa mer om I’'Hopitals regel:
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1. Visa att ekvationen e* + 2x + 1 = 0 har exakt en I6sning.
Approximera I6sningen genom att utga fran startvardet xo = 0
och gbra en iteration av Newton-Raphsons metod.

e’ —1 In(1 + x)

2. Berakna gransvardena lim och lim ———=.
x—0 X x—0 X
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Teori om max och min

Definition. Om f(a) > f(x) for alla x i definitionsmangden sa
sags f(a) vara f:s storsta varde, eller globalt maximum.

Definition. Om det finns en omgivning / till a sddan att

f(a) > f(x) for alla x € I som tillhér definitionsméngden till f, s&
ségs f(a) vara ett lokalt maximum till f. Och a s&gs d& vara en
lokal maxpunkt.

Motsvarande definitioner med < ger betydelserna av globalt
och lokalt minimum.
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Lokala extrempunkter

Definition. En global extrempunkt ar en punkt som antingen
ar en global maxpunkt eller en global minpunkt.

Definition. En lokal extrempunkt ar en punkt som antingen
ar en lokal maxpunkt eller en lokal minpunkt.

Motsvarande definitioner gérs fér extremvarden.

(Obs: terasspunkter ar inte extrempunkter.)

Definition. Om f'(a) = 0 sa sags a vara en kritisk eller
stationar punkt till 1.
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GOr sa har!

Hitta max och min: De enda punkter dér f kan anta
lokala/globala max/min ar kritiska punkter, @ndpunkter och
punkter dar derivata saknas.

Obs. Det finns ingen garanti for att f har max/min! Det krévs
alltid ett argument for dettal!
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Uppgift 1. Avgdr om g(x) = xe~2%, —1 < x < 1, antar nagot
storsta respektive minsta varde. Vad ar de i sa fall?

Uppgift 2. Avgér om h(x) = x — arccos x antar nagot storsta
respektive minsta varde. Vad ar de i sa fall?
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En gammal tentauppagift

Dagens tentaproblem.

Lat f(x) = e ¥ sinx.

A. Bestam alla kritiska (stationara) punkter till funktionen f.
B. Avgor vilka av de kritiska punkterna som &r lokala
maxpunkter.
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L&t f vara given av f(x) = InTx Skissa grafen y = f(x).

(Skissa grafen betyder: bestam definitionsméangden for f, finn
f'(x) och ange var f ar deriverbar. Hitta derivatans nollstallen
och gor ett teckenschema fér derivatan. Bestdm med hjélp av
detta var f ar strangt véxande resp strangt avtagande och hitta
alla lokala och globala extrempunkter. Berékna ev intressanta
gransvarden, i det har fallet gransvardena nar x gar mot +oo.
Kontrollera var grafen skar koordinataxlarna. Rita kurvan.)
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Svarar pa massor av fragor

I
Nyss skissade vi grafen till f(x) = % Med hjélp av det arbete
vi gjorde da kan vi nu svara pa massor av fragor om f:

@ Vad ar f:s stbrsta resp minsta varde?

@ Vad ar vardeméngden till f?

@ Ardet sant att f(x) < 1 fér alla x?

@ Hur ménga lésningar har ekvationen f(x) = 1/107?
@ Hur ménga lésningar har ekvationen f(x) = —1/107

For denna typ av fragor kravs oftast en komplett
derivataundersdkning av funktionen.
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Andraderivatans betydelse

Konvexitet. Om man tar tva punkter pa funktionsgrafen och
drar en linje genom dem — ligger da grafen mellan punkterna
alltid éver eller under linjen, oavsett vilka punkter man valjer?
Under: konvex. Over: konkav.

Andraderivatan.
Om f"(x) > 0 fér alla x i ett intervall / s& &r f konvex i /.

Om (x) < 0 for alla x i ett intervall / s& ar f konkav i /.

Uppgift: Undersék om f(x) = €*, g(x) = Inx och h(x) = x2 &r
konvexa eller konkava.
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