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Oversikt 6ver nagra viktiga derivatatillamningar

1. Férandringstakt. Derivata mater férandringstakt, till exemel
(men inte bara) hastighet.

2. Linjar approximation. Tva exempel pa nya anvandningar:
Newton-Raphson (ekvationslésning), LHopital (gransvarden).

3. Max/min-problem. Derivata kan anvandas for hitta
funktioners stdrsta och minsta varden.

4. Kurvritning. Derivatan ger underlag fér att rita grafen
y = f(x) och svara pa en mangd fragor om f. Dessutom: vad
sager andraderivatan? och asymptoter.

5. Taylors formel. Som linjar approximation fast med polynom
av hégre grad.

Lars Filipsson SF1625 Envariabelanalys



Laxan

Uppgift 1. Avgér om g(x) = xe~2¥, —1 < x < 1, antar nagot
storsta respektive minsta varde. Vad ar de i sa fall?

Uppgift 2: Dagens tentaproblem.

Lat f(x) = e *sinx.

A. Bestam alla kritiska (stationara) punkter till funktionen f.
B. Avgor vilka av de kritiska punkterna som &r lokala
maxpunkter.

C. Har f nagot storsta varde?
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Andraderivatans betydelse

Konvexitet. Om man tar tva punkter pa funktionsgrafen och
drar en linje genom dem — ligger da grafen mellan punkterna
alltid éver eller under linjen, oavsett vilka punkter man valjer?
Under: konvex. Over: konkav.

Andraderivatan.
Om f"(x) > 0 fér alla x i ett intervall / s& &r f konvex i /.

Om (x) < 0 for alla x i ett intervall / s& ar f konkav i /.

Uppgift: Undersék om f(x) = €*, g(x) = Inx och h(x) = x2 &r
konvexa eller konkava.
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Uppgift: Hur lang tid tar det att hoppa fran 10 meter pa
Eriksdalsbadet?

(Tips: vad ar accelerationen? Gér antaganden om verkligheten,
stall upp en matematisk modell och rdkna ut svaret pa fragan.)
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En asymptot &r en linje som funktionsgrafen kommer hur néra
som helst. Det finns tre fall:

1. Lodréat. Om lim,_, .+ f(x) = 00 s& &r linjen x = a en lodréat
asymptot.

2. Vagrat. Om limy_, ., f(x) = L sd ar linjen y = L en vagrat
asymptot.

3. Sned. Om limy_, +o(f(x) — ax — b) = 0 sa ar linjen
y = ax + b en sned asymptot.

Uppgift: Finn alla asymptoter till y = x + -
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Taylorpolynom

Givet en (tillrackligt deriverbar) f och en punkt a kan vi bilda:

po(x) = f(a)

pix) = f(a) + D (x )

palo) = () + D x— )+ T a2

potx) = fla) + "D (x - g+ T ap s T8 (g

och sa vidare

Observera att 1! = 1 s& py(x) &r precis den linjara
approximationen av f kring a som vi har studerat tidigare.
Anvandningen av Taylorpolynom &r approximation, dvs

f(x) = pn(x) for x nara a

Lars Filipsson SF1625 Envariabelanalys



Taylorpolynom

Vi observerar att Taylorpolynomen ar konstruerade med data
fran funktionen f i punkten a, ndrmare bestamt funktionens
varde och funktionens derivators varden i punkten a.

Och konstruktionen ar saddan att Taylorpolynomen harmar
funktionen, sa att
p1 har samma varde och samma derivata i punkten a som f,

P> har samma varde, samma derivata och samma
andraderivata i punkten a som f,

och s& vidare.
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Taylorpolynom

Felet i approximationen ges av ungefar hur nasta term i
utvecklingen skulle se ut:

(n+1)
100 = prl0) = i

for ndgon punkt ¢ mellan x och a. Férutséattningen fér att detta
ska galla ar att f &r n+ 1 ganger deriverbar pa nagot intervall
som innehaller x och a.

(X - a)n—H ’

Taylorpolynom kring origo, dvs da punkten a ar 0, brukar ofta
kallas Maclaurinpolynom.
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Taylorpolynom

Taylors formel (sammanfattning). Om f & n+ 1 ganger
deriverbar i ett intervall som innehaller a och x sa galler att

f'(a)
11

f(”)(a)
n!

f//(a)
2!

f(x) ~ f(a)+ (x—a)+ (x—a)’+---+ (x—a)"
dar hoger led kallas Taylorpolynomet av grad ntill f kring x = a.

Felet i approximationen ges av

f(n+1)(c)

-\~ o n+1 - °
(1)l (x —a) fér nagot ¢ mellan x och a

Uppgift: Bestdm TP av grad 2 till f(x) = /x kring punkten
x =100 och anvand det for att hitta ett narmevarde till v/104.
Analysera felet!
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Exempel p& Taylors formel

Nagra standardutvecklingar. For x nara 0 galler att

MUUPRE ST S

e = +1!+2!+3!—|—...

In(1 4+ x) = x X—2+X—3 X—4+
- 2 3 4

o x3 x5 X’

S|nx~x—§+a—ﬁ+...
x2  x* X8

cosx~1——

TR TR

a a(a_1) 2
(1+x)*~1+ax+ o1 X

ala—1)(a—2
+ ( 3)!( )x3+...
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