DD1350 Logik for dataloger

FO 6 — Mangder

Mangder

En mangd (eng. set) ar en samling objekt, t.ex.

{a,b,c}

{ nisse, KTH, 17, réd }

N = de naturliga talen {0, 1, 2, ...}
Z=de helatalen {0,1,-1,2,-2, ...}
Z,=de positiva helatalen{1, 2,3, ... }
Q= de rationella talen

R=de reella talen
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Tillhorighet

Om ett element tillhér mangden A skrivs detta
xe A

t. ex.
1e€{1,23}

x ¢ A ar ett annat satt att skriva —(x € A), t.ex.

4¢{1,2,3}

Mangder i mangder

Mangder kan vara element i mangder, t.ex. :
A={1,2,1{3,4},5}

och
B={a, N}

(Hur manga element har A resp. B?)
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Delmangd

Om Vx (xe A — x € B) sa ar A en delmangd till B.
Detta skrivs: AcC B

A och B ar samma mangd (A = B) om A C B och BCA.

Om A c Bmen A # B, sa ar A en dkta delmangd till B.
Detta skrivs: A c B.

Tex.omA={1,2,3}ochB={1,2,3,4}saarAcB
men B & A.

Skapa mangder

En dndlig mangd kan (i princip) skapas genom att lista
alla dess element, t.ex. {1, 2,3,4}.

Man kan ocksa skapa en mangd genom att ange en
egenskap som alla element i mangden ska ha, t.ex.

Nizmn = { X | dylyeNAXx=2y) } (allajamna tal)

AN

lases: “mangden av alla x sddana att ...”

Detta kan dock stalla till problem...
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Russells paradox

Definiera M som mangden av alla mangder som inte
innehaller sig sjalva, alltsa:

M={A|Ag A}

Nu ar frdgan: Ardetsdatt M e M ?

Bertrand Russell (1872-1970)

Universum och mangdkomplement

For att undvika Russells paradox kravs att alla mangder
ar delmangder av ett kant universum U.

. Alla element i U som
Exempelvis: A={xe U| P(x)} < har egenskapen P.

Detta gor det meningsfullt att prata om komplementet
A’tillenméngd A: A'={xe U|xg A}

@
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Kardinalitet

Kardinaliteten |A| till en mangd A &r ett matt pa dess
storlek.

|A| £ |B| om det for varje element i A finns ett unikt
elementi B.

dvs om det finns en funktion f : A—B sadan att om
a,#a, , fla,)=b, och f(a,)=b, sa ar b, # b,.

fsages davaraen
injektiv funktion.

Kardinalitet

For andliga mangder galler att |A| < |B| om A CB.
Detta galler dock inte oandliga mangder!

T. eX. ar Njzmn © N, men |Njzmnl = IN] (dvs det finns lika
manga jamna tal som det finns tal).

Definiera  f: N — Nz, s0m f(x) = 2x och

8: Nizmn — Nsom g(x) = x/2

1. \Bé’ldefochg

1234567 8 91011..
$$$ $$$$$$ ar injektiva.
2 4 6 810121416182022...
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Upprakningsbara mangder

En mangd ar upprakningsbar om den har samma
kardinalitet som N.

| en upprakningsbar mangd kan vi lista alla element
{e,, e,, ... } sa att varje element forekommer pa nagot
index ki listan.

Foregaende bild visade att de jamna talen ar
upprakningsbara. Men det finns manga fler
exempel...

Qar upprakningsbar

3 4
1/2 173 ey 1/4

7 P
7

3/2 3/3 3/4
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Mangden av strangar ar upprakningsbar

Mangden av alla strangar over ett andligt alfabet
(t.ex. a-z) ar upprakningsbar.

Lista forst alla strangar av langd 1, i bokstavsordning:
a,b,c ..,z

darefter langd 2:
aa, ab, ac, ..., ba, bb, ..., yz, zz

darefter langd 3, osv.

Detta innebar att {alla Java-program}, {predikatlogiska
formler}, osv ar upprakningsbara mangder.

2N ar inte upprakningsbar

Mangden av alla delmangder till N (skrivs 2V) ar inte

upprakningsbar. Betrakta en lista av delmangder till N

S0, S1,' Sy, -
och definieramangdenD={ne N|ng S}
Det foljer fran def att D ar en delmangd till N, men dnda
skiljer sig fran alla mangder S, S;, S,, ...
For varje tankbar lista av delmangder till N kan man

konstruera en sddan mangd D som inte ar med i listan.

Alltsa ar inte 2N upprakningsbar.
Man kan daremot visa att | 2] = |R].
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Diagonalisering

Bevistekniken pa foregaende bild kallas diagonalisering
och upptacktes av Georg Cantor (1845 — 1918).

Vi vet alltsa att |[N| < |2V|. Fragan ar om

det finns nagon mangd A sadan att:
IN| < [A] < [2V] ?

Cantor gissade nej men kunde inte bevisa detta. Kallas
for kontinuumhypotesen.

Rekursivt upprakningsbara mangder

En mangd M ar rekursivt upprakningsbar om man kan
skriva ett datorprogram P som givet ett objekt x ger

”ns_n

resultatet ”"ja” precis nar x e M.

Om x ¢ M sa kan P svara “nej” eller inte terminera alls.

Alla dessa mangder ar rekursivt upprakningsbara (och
t.om. rekursiva; se nasta bild): {alla Java-program},
{alla predikatlogiska formler}, N, Ny 0 QU
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Rekursiva mangder

En mangd M ar rekursiv om om man kan skriva ett
datorprogram P som givet ett objekt x ger resultatet ”ja”
precis ndr x € M, och “nej” precis nar x ¢ M.

Dvs, P terminerar alltid och svarar alltid ratt.

Om M &r rekursiv sa sdges problemet att bestamma
huruvida x € M eller ej vara avgorbart.

M ar rekursiv om och endast om bade M och M’
(=komplement-mangden till M) ar rekursivt
upprakningsbara.

Ett oavgorbart problem

Betrakta alla mojliga Javaprogram J,, J,, ... som tar ett heltal
som resultat och returnerar ett heltal som svar (eller
aldrig terminerar).

- 1 om J, (n) inte terminerar
Definiera D(n) = J(n)+1 annars
n

Antag att D kan implementeras (dvs D = J, for ndgot k). Men
da kommer D(k) antingen bade returnera 1 och inte
terminera, eller returnera bade x och x+1. Motsagelse:
alltsa finns inget program som beraknar D.
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Termineringsproblemet

Diagonaliserings-resonemanget pa foregaende bild
visar att termineringsproblemet (eng. halting
problem) ar ett oavgorbart problem.

Mangden T av terminerande Java-program ar rekursivt
upprakningsbar men inte rekursiv.

<— Alla Java-program

TI
Vi kan skriva ett program

som kanner igen element
i TmeninteiT’!

Vad innebar termineringsproblemet?

Att termineringsproblemet ar oavgorbart betyder inte
att vi aldrig kan saga om ett program terminerar.

Program 1: Program 2:
print ( "hej” ); while (true )
{ print ("hej”); }
Terminerar Terminerar inte

Men det innebar att vi inte kan hitta en systematisk
metod som alltid avgor, givet ett program P och
indata x, ifall P terminerar pa x eller e;j.
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