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Integraler

Integraler. Vi kommer att géra féljande:

@ En intuitiv idé om vad begreppet betyder

@ En precis definition av vad begreppet betyder

@ Huvudsatsen: integral och derivata ar "inversadperationer
@ Berakna integraler med primitiv funktion

@ Integrationstekniker: substitution, partiell integration mm
@ Nasta vecka: Tillampningar (inte bara area!)
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Intuitiv idé om integraler

| manga tillAmpningar uppkommer situationen att man behdéver
summera termer som bestar av ett funktionsvarde ganger
langden pa ett intervall. Exempel:

Area = héjd x bredd
Arbete = Kraft x vag
Massa = Densitet x storlek

Om hojden, kraften eller densiteten ar konstanta far man i
dessa exempel bara tva tal ganger varandra. Men om de ar
variabla &r situationen mycket svarare och leder fram till
integralbegreppet.
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Intuitiv idé om integraler

b
Vi ska nu saga vad / f(x) dx betyder. Forst intuitivt:
a

Grundlaggande idé: Vi antar att f &r begrédnsad pa [a, b]. Vi
delar sedan in [a, b] i ett antal sma delintervall och véljer en
punkt i varje delintervall. Pa varje delintervall tar vi sedan
funktionsvardet i punkten vi har valt och multiplicerar det med
delintervallets langd. Sedan summerar vi.

Ungefarlig definition: Om vi genomfér ovanstaende idé med
jattesma delintervall s& far vi integralen

/ab f(x) dx.
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Definition av begreppet

b
Vi kommer nu till den precisa definitionen av / f(x) dx.
a

Anta att f &r begrénsad pa [a, b]. Valj punkter xg, X1, X2, . . ., Xp
sa att

a=Xg< Xy <Xo<---<Xp=b
En s&dan mangd punkter kallas fér en partition av [a, b).
Lat oss dbpa partitionen vi har gjort till P. Den delar in [a, b] i
delintervall. LAngden av det forsta delintervallet ar da x; — xo,
lat oss beteckna den lAngden med Ax;. P4 samma satt ar
langden av delintervall nummer j

AXj = Xj = X1
Det stdrsta av talen Ax; kallas fér normen av partitionen,
betecknad || P||. Dvs

|P|| = max Ax;
1<j<n
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Definition av begreppet

Om f &r kontinuerlig pé [a, b] s& har f ett minsta och ett stdrsta
varde pa varje slutet delintervall. Anta att foér j = 1,..., ndet
minsta vardet pa delintervall j antas i punkten ¢; och det stérsta
vardet i punkten u;. Bilda den Lagre Riemannsumman L(f, P)
och den évre Riemannsumman U(f, P) enligt

L(f,P) = z”: (45 Ax
j=1
= f(€1 )AX1 + f(gg)AXg + -+ f(fn)AXn.
U(f. P) = zn: F(u) Ax,
j=1

= f(u1)Axq + f(u)Axo + - - - + f(up) Axp.
(Om f inte ar kontinuerlig men i alla fall begrédnsad sa kan vi i

konstruktionen ovan byta ut minsta och stérsta vardet pa varje
delintervall mot infimum och supremum och géra-samma sak.)
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Definition av begreppet

Definition. Om det finns exakt ett tal / sddant att vi for alla
partitioner P har att

L(f,P) <1< U(f,P)

sa sager vi att f &r integrerbar pé [a, b] och talet / &r da
integralen av f dver [a, b], dvs

I:/abf(x)dx.
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Allmanna Riemannsummor

Nar vi bildade lagre och évre Riemannsummor sa valde vi
punkter i varje delintervall sa att f blev sd liten respektive sa
stor som mojligt. Man kan ocksa vélja andra punkter. D4 far
man en allmann Riemannsumma:

Givet en partition P av [a, b] valjer vi en punkt i varje

delintervall. Dvs for j = 1,..., nvaljer vi en punkt ¢; s& att
X1 < G < X

Lat C beteckna méangden {cq, ..., ¢y} och bilda summan

R(f,P,C) = ch,Ax,

= f(C1 )AX1 + f(Cg)AXg + -+ f(Cn)AXn.

Detta kallas fér Riemannsumman till f med avseende pa
partitionen P och punkterna C.
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Allmanna Rieamnnsummor

Observation. For en given partition P galler for vilket val av C
som helst att

L(f,P) < R(f,P,C) < U(f, P)

Om f ar integrerbar maste darfér

limR(f,P,C) = /b f(x) dx

nar n — oo och ||P|| — 0.
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Gor en egen Riemannsumma

Uppgift. Skriv upp en konkret Riemannsumma till integralen

]
/ X2 dx
0

Lars Filipsson SF1625 Envariabelanalys



Ett villkor f6r integrerbarhet

Observation. Om man genom val av partition kan fa skillnaden
mellan évre och lagre Riemannsumma hur liten som helst, sa
maste f vara integrerbar. Dvs

Om det for varje ¢ > 0 finns en partition P av [a, b] sadan att

U(f, P) — L(f,P) < ¢

sa ar f integrerbar pa [a, b]
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Sadana funktioner ar garanterat integrerbara

Sats. Om f ar kontinuerlig pa [a, b] sa ar f integrerbar pa [a, b].
Sats. Vi kan utvidga integralbegreppet till styckvis kontinuerliga

funktioner och om f &r styckvis kontinuerlig pa [a, b] s& &r f
integrerbar pa [a, b].
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Tank pa integraler som summor

Man kan alltsa tanka pa integraler som (gransvarden av)
summor:

/ ) dx ~ zn: f(c)Ax,
a =1

= f(c1)Ax1 + f(C2)AXo + - - - + f(Cn) AXn.

Med hjélp av det tanket s& kdnns manga egenskaper hos
integraler sjalvklara:
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Enkla egenskaper (sats 3 i boken)

1/ x) + g(x)) dx_/f dx+/gx)dx
2./a kf(x)dx:k/ay f(x) dx
3./:f(x)dx+/bcf(x)dx:/acf(x)dx

4./bf(x)dx§/bg(x)dx omf<gila bl

b b
x) dx g/ |f(x)| dx (triangelolikheten)
a
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Dagens tentaproblem

1. Bestdm en Riemannsumma R, med fyra delintervall, som
approximerar integralen
ot
1t
Forklara varfor din Riemannsumma ger ett narmevarde till In 3.

2. Bestam tva Riemannsummor R; och R till integralen

6 9
/0de

bada med integrationsintervallet indelat i tre lika langa delar och
sadana att Ry ar mindre och R, stérre &n integralens varde.
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En ny medelvardessats

Medelvardessatsen f6r integraler. Om f ar kontinuerlig pa
[a, b] s& finns ett tal ¢ mellan a och b sadant att

/b f(x)dx = f(c)(b— a).

Talet f(c) kallas medelvérdet av f pé [a, b].
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Bevis av medelvardessatsen for integraler

Bevis for medelvardessatsen for integraler. D4 f ar
kontinuerlig och [a, b] slutet och begransat maste f anta ett
stérsta varde M och ett minsta varde m nér x varierar i [a, b].
Da maste (rita figur!)

b
m(b—a)g/ f(x) dx < M(b— a)

Om vi dividerar med b — a ser vi att/ f(x) dx ligger

mellan m och M som &r bada &r funktionsvarden till f. Med
satsen om mellanliggande véarden far vi att det finns ett ¢
mellan a och b sé att

Det ar precis vad vi skulle bevisa.
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Hittills har vi bara sysslat med att sla fast vad begreppet
integral star for och harlett nagra enkla egenskaper hos detta
begrepp. Vi har inte férs6kt rdkna ut integraler. Man kan férstas
gbra det genom att ta gréansvardet av summor. Det ar jobbigt.
Som tur &r finns enklare satt. Det bygger pa huvudsatsen som
sager att derivata och integral &r "motsatta” operationer och att
man darfér kan rékna ut integraler genom att anti-derivera, eller
hitta primitiv funktion.
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Huvudsatsen (the fundamental theorem of calculus).

Antag att f ar kontinuerlig pa [a, b] D& géller:

X

DEL 1. Funktionen F(x) = / f(t) dt ar en primitiv funktion
a
till f, dvs F'(x) = f(x).

DEL 2. Om G ar nagon primitiv funktion till f, sa ar
b
/ {() dt = G(b) — G(a).
a

Bevis finns i boken och i filmen.
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Huvudsatsen
Berakna dessa derivator:
a [~ .
A. dx/o sintdt
a [Y .
B. du/o sinv dv

d [0 .
C'dx/x sintdt

d [V
D. / sintdt
dX 0
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Bestamda och obestamda integraler

Observera att om f &r integrerbar pé [a, b] s& géller att

b
/ f(x) dx ar ett reellt tal.
a

Ovanstaende kallas en bestamd integral. Vi infér en obestamd
integral ocksa, utan granser. Den har en annan betydelse:

/f(x) dx betyder: en godtycklig primitiv funktion till f.
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Berakna dessa integraler:

9
A./ Vx dx

4

]

1

V3/2

C/ ax
V1—x2

D./1dx
X
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Integrationstekniker

Eftersom det kan vara svart att p4 rak arm komma pa primitiva
funktioner, sa finns ett antal tekniker for att géra det. De
viktigaste integrationsteknikerna ar variabelsubstitution och
partiell integration. For rationella funktioner ar ocksa
partialbraksuppdelning bra att kunna.

Variabelsubstitution i integraler kommer fran kedjeregeln for
derivator. Partiell integration fran produktregeln.
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Variabelsubstitution

Variabelsubstitution.

g(b)
/ f(g(x))g dx_/ f(u) du.
g(a)

Villkor: g &r deriverbar pé [a, b] och f &r kontinuerlig pa g:s
vardemangd (nér x varierar i [a, b])

Bevis: Kedjeregeln for derivator
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Exempel pa variabelsubstitution
Berakna integralerna med variabelsubstitution:
w/2
/ coslx dx
o 1+sinx
e 2
/ (Inx) dx
1 X

/tanxdx
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Partiell integration

Partiell integration.
b b
| 1099(x) = [Fa(ls ~ | Fg () o

Villkor: F och g har kontinuerliga derivator pa [a, b] och F' = f

Bevis: Produktregeln fér derivator
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Exempel pé& partiell integration

Berékna integralerna med partiell integration:

e
/ X Inx dx
|

/3
/ X CoS x dx
0

In3
/ xe* dx
0
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