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Integraler

En begrénsad f pa [a, b] &r integrerbar om skillnaden mellan
oversumma och undersumma kan fas hur liten som helst
genom val av partition.

Sats. Om f ar kontinuerlig pa [a, b] sa &r f integrerbar pa [a, b]

Om f ar integrerbar, tink Riemannsumma:
/ F(x) dx = F(C1) DXy + F(Co)DXp + -+« + F(Cr) A,

Exempel DTP fran férra pdfen.
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Integraler

Det gar att rakna ut integraler med hjalp av (gréansvéarden av)
Riemannsummor. Om vi delar in [0, 1] i n delintervall och pa
varje delintervall tar funktionsvardet i hégra &ndpunkten far vi:
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Med hjalp av huvudsatsen blir berdkningen enklare.

Lars Filipsson SF1625 Envariabelanalys



Analysens Huvudsats (the fundamental theorem of calculus).

Antag att f ar kontinuerlig pa [a, b] D& géller:

X

DEL 1. Funktionen F(x) = / f(t) dt ar en primitiv funktion
a
till f, dvs F'(x) = f(x).

DEL 2. Om G ar nagon primitiv funktion till f, sa ar
b
/ {() dt = G(b) — G(a).
a

Bevis finns i boken och i filmen.
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Huvudsatsen
Berakna dessa derivator:
a [~ .
A. dx/o sintdt
a [Y .
B. du/o sinv dv

d [0 .
C'dx/x sintdt

d [V
D. / sintdt
dX 0
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Bestamda och obestamda integraler

Observera att om f &r integrerbar pé [a, b] s& géller att

b
/ f(x) dx ar ett reellt tal.
a

Ovanstaende kallas en bestamd integral. Vi infér en obestamd
integral ocksa, utan granser. Den har en annan betydelse:

/f(x) dx betyder: en godtycklig primitiv funktion till f.
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Berakna dessa integraler:

9
A./ Vx dx

4

]

1

V3/2

C/ ax
V1—x2

D./1dx
X
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Integrationstekniker

Eftersom det kan vara svart att p4 rak arm komma pa primitiva
funktioner, sa finns ett antal tekniker for att géra det. De
viktigaste integrationsteknikerna ar variabelsubstitution och
partiell integration. For rationella funktioner ar ocksa
partialbraksuppdelning bra att kunna.

Variabelsubstitution i integraler kommer fran kedjeregeln for
derivator. Partiell integration fran produktregeln.
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Variabelsubstitution

Variabelsubstitution.

g(b)
/ f(g(x))g dx_/ f(u) du.
g(a)

Villkor: g &r deriverbar pé [a, b] och f &r kontinuerlig pa g:s
vardemangd (nér x varierar i [a, b])

Bevis: Kedjeregeln for derivator
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Exempel pa variabelsubstitution
Berakna integralerna med variabelsubstitution:
w/2
/ coslx dx
o 1+sinx
e 2
/ (Inx) dx
1 X

/tanxdx
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Partiell integration

Partiell integration.
b b
| 1099(x) = [Fa(ls ~ | Fg () o

Villkor: F och g har kontinuerliga derivator pa [a, b] och F' = f

Bevis: Produktregeln fér derivator
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Exempel pé& partiell integration

Berékna integralerna med partiell integration:

e
/ X Inx dx
|

/3
/ X CoS x dx
0

In3
/ xe* dx
0
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