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LÖSNINGSFÖRSLAG

1) Lösning

a) Den homogena DE y′′+ y = 0 har den karakteristiska ekv r2 +1 = 0 som har
rötterna r = ±i. Således är

y = C1 cos t+ C2 sin t (1)

den allmänna lösningen. För att hitta en lösning till

y′′ + y =
1

sin t
(2)

använder vi variation av parameter.Vi vet då att

yp = u1(t) cos t︸︷︷︸
y1

+u2(t) sin t︸︷︷︸
y2

(3)

är en lösning om

u′1 = −y2f(t)
W

, u′2 = −
y1f(t)

W
(4)

W =

∣∣∣∣ cos t sin t
− sin t cos t

∣∣∣∣ = 1 (5)

där W är Wronski-determinanten. Vi får

u′1 =

− sin t

sin t
1

= −1 =⇒ u1 = −t+ C1 (6)

u′2 =

cos t

sin t
1

=
cos t

sin t
=⇒ u2 = ln | sin t|+ C2 (7)

Således är med C1 = C2 = 0 (t ex)

yp = −t cos t+ ln | sin t| sin t (8)

en lösning till DE.

b) Vi veri�erar att detta verkligen är en lösning. Vi har

y′p = (− cos t+ t sin t) +
cos t

sin t
sin t+ ln | sin t| cos t (9)

= t sin t+ ln | sin t| cos t (10)

y′′p = (t cos t+ sin t) +
cos t

sin t
cos t− ln | sin t| sin t (11)
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Detta ger att

y′′p + yp = sin t+
cos2 t

sin t
(12)

=
cos2 t+ sin2 t

sin t
=

1

sin t
(13)

v. s. v.

2) Lösning

Systemet kan skrivas på matrisform

X′ = AX =

[
−1 −4
1 −1

]
X (14)

där A har egenvärden λ1,2 = −1± 2i.

Vektorn v =

[
2
−i

]
är en egenvektor svarande mot egenvärdet λ = −1 + 2i.

Således är

X =

[
2
−i

]
e(−1+2i)t (15)

en komplex lösning.
Vi vet att real- och imaginärdelen av denna lösning ger här två reella linjärt obe-
roende lösningar.
Vi har[

2
−i

]
e(−1+2i)t =

[
2
−i

]
e−t(cos 2t+ i sin 2t) = e−t

[
2 cos 2t
sin 2t

]
+ ie−t

[
2 sin 2t
− cos 2t

]
(16)

Således är

X1 =

[
2 cos 2t
sin 2t

]
e−t och X2 =

[
2 sin 2t
− cos 2t

]
e−t (17)

två linjärt oberoende lösningar.
Eftersom A är en 2x2-matris så bildar därför X1 och X2 en fundamental lösnings-
mängd.
Den allmänna lösningen till systemet ges nu av

X = C1X1 + C2X2 C1, C2 konst
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Uppgift: figA2.2 ,   x’ = −x−4*y, y’ = x−y
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3) Lösning

De kritiska punkterna ges av

xy − 2 = 0 (18)

x− 2y = 0 (19)

x = 2y insatt i ekv(18) ger y = ±1 och ekv(19) leder då direkt till de kritiska
punkterna (1, 2) och (−1,−2).
Med Jacobi-matrisen

J(x, y) =

[
y x
1 −2

]
(20)

undersöker vi nu stabiliteten.
Matrisen

J(1, 2) =

[
2 1
1 −2

]
(21)

har egenvärden λ1,2 = ±
√
5 och

√
5 > 0 innebär att (1, 2) är en instabil kritisk

punkt, en sadelpunkt.
Matrisen

J(−1,−2) =
[
−2 −1
1 −2

]
(22)

har egenvärden λ1,2 = −2± i > 0. Realdelen är negativ, alltså är (−1,−2) en stabil
kritisk punkt, en spiralpunkt.
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