KTH Matematik A

Kontrollskrivning 2, version A,
i SF1633 Differentialekvationer I.
onsdag 28 september 2016, klockan 15:15 - 17:00

LOSNINGSFORSLAG

1) Losning

a)

Systemet kan pa matrisform skrivas som

, 1 -1 x(t
X' = [1 1] X och X(t) = {ygtﬂ (1)

Matrisen har egenviarden A = 1 + 4.

Vektorn v = [Z

J ar da egenvektorn motsvarande egenvirdet A = 1+4. Saledes

ar ‘
_ || St
X [1] e (2)
en komplex 16sning.
Vi vet att real- och imaginirdelen av denna l6sning ger hir tva reella linjart
oberoende l6sningar.

Vi har
L} e L} e'(cost +isint) [ cos t} e +i [sint e (3)
Alltsa ar
_|cost| 4 | —sint| 4
X, = [sint} e’ och X, = [ o8 t} e (4)

tva oberoende l6sningar. Saledes dr

o cost| 4 —sint| 4
X =0 [sint} e +02|: cost} e, 1,y konst

den allmédnna losningen till systemet.

Vi verifierar att X; och Xy ar 16sningar. Da foljer fran superposition att
1 X1 + Xy dr ocksa &r en losning eftersom systemet dr homogent.

Vi har
;| —sint| 4 cost| ;
X1 = [ cost} ¢t [sint} ¢ (5)
och
1 -1 I =1 [cost] ;, [cost—sint] , ,
[1 1] X1 = [1 1] {sint} ¢ = [cost%—sint} =X (6)

Xy verifieras pss .



figAl.1: x'=[1 -1;1 1] x
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2) Losning

a) Vi anvinder reduktion av ordning och soker ytterligare en 16sning pa for-

men y = u(x)e”. Vi far da
Yy =u'e” +ue® och Yy =u"e” +2u'e” + ue”. (7)
Insdttning i DE ger

0 = z(u'e” +2u'e” + ue”) — (2x + 1)(v'e” + ue®) + (z 4+ ue®  (8)

= zu'e” —u'e” (9)

som kan skrivas zu” —u' = 0

Lat v = o/. Da fas ekv v’ — v = 0 som har 16sningen v = Cjz. Saledes
u = Coa® + Cs. Tar vi Cy = 1 och C3 = 0 ser vi att y = 2%” ir en 16sning till
DE.

Eftersom y; = e* och y, = x%e® #r linjirt oberoende pa I och DE linjir av
ordning 2, sa foljer att den allménna 16sningen &r

y = Ae” + Bx’e”

Vi verifierar att y; och y, verkligen ar linjirt oberoende, mha Wronski -
determinanten.

e’ r2e”
e 2xe” + x2e”

Yyr Yo

W =
T

= 2z £ 0, for alla x>0  (10)

Alltsa ar y; och yo linjért oberoende pa I =0, ool.

3) Losning

Om vi later y = 2’ kan vi skriva

P o=y (1)
/ "

= 2'=—d' —x+2°=—y—z+2? (12)

2



dvs vi far systemet

=y (13)
Yy = —x+at—y (14)

De kritiska punkterna ges av 2’ = ¢y’ = 0 samtidigt

y (15)
0 = —z+a2%—y (16)

Vi maste alltsd ha y = 0 och z(x — 1) = 0, som ger de kritiska punkterna
(1,0) och (0,0).
Sambanden ekv(13) och ekv(14) ger Jacobimatrisen

0 1
J(z,y) = [—1 + 2z —1] (17)
Av detta foljer
0 1
J(0,0) = [_1 _1} (18)
1 3
som har egenvirdet A\ o = —3 + zg
Eftersom realdelen dr negativ sa dr (0,0) en stabil kritisk punkt(stabil
spiral).
Vidare,
0 1
J(1,0) = L _1} (19)
1 )
som har egenvirden A\ = —3 + \/7—
Eftersom —— > s4 ar den kritiska punkten (1,0) instabil.

Uppgift: figA1.3, x’=y,y’=—x+%—y
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