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Modul 2
Mal och Sammanfattning

1. MAL FOR MODUL 2

Derivata.

e Forsta och anvinda derivatans definition

e Forsta och anvinda derivata i linjdr approximation

e Forsta och anvinda deriveringsreglerna obehindrat

e Kunna derivera vanliga och ovanliga funktioner

e Forsta och anvinda implict derivering

e Forsta och anvianda hogre ordningens derivator

e Forsta och anvinda medelvirdessatsen och dess foljdsatser

Kort sagt: man maste bli otroligt bra pa att derivera och pa att anvinda derivatan for
linjédr approximation och for att avgdra om funktioner véxer eller avtar mm.

2. SAMMANFATTNING AV MODUL 2

1. Derivatans definition. Om f &r definierad i en omgivning av punkten a sa sdger vi
att f dr deriverbar i a om grinsvirdet

i flat )~ 1)

h—0 h

existerar dndligt. Grinsvirdet kallas i sa fall derivatan av f i a och skrivs f'(a) eller
Df(a) eller %]l:a.

Observera att samma gransvirde kan skrivas pa manga olika sétt. I tillimpningar skriver

man ofta
L flat Ax) — fla)
Az—0 Az
En annan vanlig variant &r
L f@) = (o)
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Tolkningar. Om f’(a) existerar ér detta tal riktningskoefficienten for tangentlinjen till
grafen y = f(z) i den punkt pa grafen som har z-koordinat a. Ekvationen for tangenten
blir med enpunktsformeln for linjens ekvation

y = fla)+ f'(a)(z —a).

Mer allmént sa ger oss derivatans definition ett sitt att approximera f(z) for x nira a
som kallas linjir approximation:

f(x) = f(a) + f'(a)(z — a), for x nira a.

Derivatan f’(a) dr alltsd ett matt pa forandringstakten hos funktionen f i punkten a.

Vi sag att f’(a) &r riktningskoefficient for tangenten till funktionsgrafen i punkten
(a, f(a)). Det betyder att normalen i samma punkt har riktningskoefficient —1/f'(a).

Om vi i derivatans definition inskrinker oss till att 1ata h — 0T eller h — 0~ sa far vi
hogerderivata respektive vénsterderivata.

De punkter dir f &r deriverbar dr en delmingd av definitionsmingden for f. For en
deriverbar funktion f blir da f’ en ny funktion som miter forandringstakten hos f. Om
f’ 1 sin tur dr deriverbar far vi dnnu en funktion f” som miter fordndringstakten hos f’.
Osv.

Om f(¢) anger positionen vid tidpunkten ¢ si anger f’(¢) hastigheten och f”(t) accele-
rationen.

Alla funktioner &r inte deriverbara. Det finns kontinuerliga funktioner som inte &r de-
riverbara. Till exempel dr absolutbeloppsfunktionen inte deriverbar i origo. Diremot
giller foljande:

Sats. Om f dr deriverbar i a sa dr f kontinuerlig i a.

Bevis: Anta att f dr deriverbar i a. Da géller

tm( ) — flo)) = iy (5=

(H0=56, ) = ioy-0-0,

vilket betyder att f(z) — f(a) dad z — a, dvs f &r kontinuerlig i a.

Deriveringsregler. Om man varje gang man ville derivera skulle anvinda derivatans
definition blev livet jobbigt. Man kan bevisa foljande deriveringsregler som gor derive-

randet léttare.
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% (Cf(x)) =Cf'(x), C konstant
—— (f(@) £ g(2)) = f'(x) £ ¢'(2)

L (@) = ['@o() + f@)g (@)

A (@) _ Fe) - S
dx( )‘ e o omew#o

g()

Reglerna giller under forutsittning att f och g bada dr deriverbara i den aktuella punk-
ten. Den tredje kallas produktregeln och den fjdrde for kvotregeln. Den viktiga ked-
jeregeln talar om hur man deriverar en sammansatt funktion:

L (o) = Fo)g @)

Dessa deriveringsregler bevisas i boken. For att komma igang och derivera med hjilp
av dem behovs dock forst ndgra grundlaggande funktioners derivator som man en gang
for alla tar fram med hjélp av derivatans definition. Det gors ocksa i boken. Till exempel
(kolla gérna upp detaljerna):

iC =0, C konstant
dx

d

=1
dxz

%xr =7z}
d

—sinz = cosx

dx
d

—Ccosx = —sinx

dx

Med hjilp av ovanstaende derivator och deriveringsreglerna kan vi nu derivera andra
funktioner, utan att anvianda definitionen varje gang. Till exempel:

d sinx  cos?x +sin’x 1 )
—tanxr = — = 5 = 5 =1+ tan“z
dz dx cosx cos?x cos? x
d ) ) .
—xsin“z =sin“x + 2z sinx cosx

dx

Medelviirdessatsen. Om f ir kontinuerlig pa [a, b] och deriverbar pa (a, b) sa finns ett
tal ¢ mellan a och b sd att
f() — f(a)

b—a
3
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Medelvirdessatsen ger den teoretiska grunden till ménga anviandningar av derivata. In-
nan vi formulerar dessa ska vi definiera nagra viktiga begrepp.

Definition.

Anta att f dr definierad pa ett intervall /. Om det for alla punkter x; och x5 i I géller att
1 < 19 => f(x1) < f(x2) sa sdgs f vara stringt vixande i /.

Anta att f dr definierad pa ett intervall /. Om det for alla punkter x; och x5 1 I géller att
1 < xg => f(x1) < f(xq) sa sdgs f vara vixande i [.

Anta att f dr definierad pa ett intervall /. Om det for alla punkter z; och x5 1 I giller att
x1 < 9 = f(x1) > f(x2) sa sdgs f vara stringt avtagande i /.

Anta att f dr definierad pa ett intervall /. Om det for alla punkter x; och x5 i I giller att
x1 < 9 = f(x1) > f(xo) s ségs f vara avtagande i I.

Foljdsats till medelvirdessatsen. Lat .J vara ett dppet intervall (a,b) och 1at I vara
vilket som helst av intervallen (a, b), [a,b), (a,b] och [a,b]. Anta att f &r kontinuerlig
pa I och deriverbar pa J. Da giller:

Om f'(z) > 0 forallaziJ,saér f stringt vixande i [

Om f'(x) > 0forallazi.J,saidr f vixandei [

(z)
(z)
Om f'(x) < OforallaxiJ,sédér f stringt avtagande i /
Om f'(x) < OforallaxiJ,saidr f avtagandei /

()

Om f'(z) = 0forallaziJ,saér f konstanti [

Foljdsatsen sdger alltsa att man kan anvinda derivata for att avgora om en funktion &r
(stringt) viaxande eller avtagande pa ett intervall. Forutsittningen dr forstas att funktio-
nen dr deriverbar.

Funktionen f(z) = 23

satsen ovan.

ar strangt vixande pa hela R. Observera att detta inte motsédger

Den viktiga tekniken implicit derivering visas i filmen till fredagens foreldsning. Missa
inte den!



