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Modul 3
Mal och Sammanfattning

1. MAL FOR MODUL 3

Inversa funktioner, exp, log, arc. ODE.

e Rikna med exponential-, logaritm- och arcusfunktioner

e Anvinda derivata for exponential-, logaritm- och arcusfunktioner

e Anvinda potenslagar och loglagar

e [.0sa linjdra ordindra differentialekvationer med konstanta koefficienter
e Rikna pa tillimpningar dar allt det ovanstaende kommer in

Kort sagt: Allt det vi ldrde oss anvidnda derivator till i modul 2 ska vi nu dven kunna
gora pa exponential-, logaritm- och arcusfunktioner. Dessutom beh6ver vi nu kunna
potenslagar och loglagar ordentligt. Vi ska ocksa bli bra pa att 16sa linjdra ordinéra
diffekvationer med konstanta koefficienter och anvinda dessa for att modellera problem
i verkligheten.

2. SAMMANFATTNING AV MODUL 3

Injektiva funktioner avbildar alltid olika = pa olika y, dvs:

Ty # 19 = f(21) # f(22)

Ett annat sitt att sdga exakt samma sak &r:

f(z1) = f(22) = 21 = 79
For injektiva funktioner f definierar vi inversen f~! genom

[Ty =2 =y=f(z)
En inverterbar funktion och dess invers uppfyller alltid:

f(f(x)) = x, for alla z i definitionsmingden for f

f(f'(y)) =y, for alla y i definitionsmingden for f—!
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Obs att definitionsmiingden for f #r virdemingden for f~! och virdemiingden for f dr
definitionsméngden for f 1

Obs att strangt viaxande och striangt avtagande funktioner alltid &r injektiva och alltsa
inverterbara.

Funktionsgraferna y = f(z) och y = f~!(z) dr varandras spegelbilder i linjen y = x

Exponentialfunktionen. Det finns en funktion exp(z) = e® som ir definierad for alla
2 och som har som virdeméngd alla y > 0.

Vi har potenslagarna som géller for alla s och ¢:

es/et — es—t
(es)t — 6St
/et =e"!
eV =1
Exponentialfunktionen ér deriverbar for alla = och

d
—e" = ¢e”.

dx

Exponentialfunktionen &r strangt vixande pa hela reella axeln. Dessutom giller:

lim e®* = o0 och lim e =0
T—00 Tr—r—00

Den naturliga logaritmen. Eftersom exponentialfunktionen &r stringt vixande dr den
injektiv och har darmed invers. Inversen kallas den naturliga logaritmfunktionen, skrivs
In.

Vi har alltsa:
hhy=2rx<=y=c¢€"
Det betyder att:
logaritmen for y dr det tal man ska hoja e till for att resultatet ska bli y.
Vi har logaritmlagarna som géller for alla s och ¢ storre 4n 0:
In(st) =Ins+Int
In(s/t) =Ins —Int

In(s') =tlns
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In(1/t) = —Int
In1=0

Definitionsmidngden for den naturliga logaritmfunktionen In &r alla positiva reella tal
och virdemingden é&r alla reella tal.

Logaritmfunktionen In x dr deriverbar for alla x > 0 och

d1 1
dx nx—x

Den naturliga logaritmfunktionen &r stringt vixande for x > 0. Dessutom:

limInz =00 och lim lnzx=-c
Tr—r00 r—0+

Tva sjéalvklara saker:

Ine® = x, for alla x.

In

e =gz, forallax > 0

Om vi vill anvénda andra baser n talet e sa kan vi gora sa hér:

a® = e — % Ina

Dvs a® kan alltid skrivas som e¢** med nin konstant k. Hir téinker vi oss att a ir ndgot
positivt tal men inte 1. P4 liknande vis kan man 6versitta mellan logaritmer med olika
baser.

Dessa standardgriansvirden maste man kunna (a > 0):

xa

lim — =0
z—o0 et

Inz

=0

lim
rz—o00 I

Iim zlnz =0
z—0t

Talet e &r ett specifikt reellt tal, det &r inte rationellt, och det brukar definieras genom
ett griansvirde eller en serie:

_ 1+1:”_%1
©T poe r) — n!

Ett annat sitt kan vara att forst definiera exponentialfunktionen exp och sedan sitta
e = exp(1).

Hur som helst giller att e ~ 2.71828
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Arcusfunktioner (inversa trigonometriska funktioner). Eftersom sinus, cosinus, tang-
ens och cotangens &r periodiska funktioner sa kan de inte inverteras. Man skulle kunna

tro att det var end of story men sa ér det inte. Om man begrinsar definitionsmingderna
till dessa funktioner sa far man ndmligen funktioner som gér att invertera:

Funktionen S(v) = sinv, —7/2 < v < 7/2, dr inverterbar och inversen heter arcsin,

eller sin™'.

Definitionen blir alltsa:
arcsint = v <=t =sinv och —7/2 < v < 7/2.
Eller pé ren svenska:
arcsin ¢ dr den vinkel (i intervallet [—7, 7]) vars sinusvirde ar ¢.
Defintionsmangden for arcsin ér sjdlvfallet [—1, 1] och virdemédngden forstas [—7 /2, 7/2].

Funktionen C'(v) = cosv, 0 < v < , dr inverterbar och inversen heter arccos, eller
-1
cos™ .

Definitionen blir alltsa:

arccost =v <=t =cosvoch(0 <v <.
Eller pa ren svenska:

arccos t dr den vinkel (i intervallet [0, 7]) vars cosinusvirde ir .
Defintionsmingden for arccos ir sjélvfallet [—1, 1] och virdemingden forstas [0, 7).

Funktionen 7'(v) = tanv, —7/2 < v < m/2, ér inverterbar och inversen heter arctan,

eller tan~!.

Definitionen blir alltsa:
arctant = v <=t = tanv och —7/2 < v < 7/2.
Eller pé ren svenska:
arctant ar den vinkel (i intervallet (—7, 7)) vars tan-vérde &r ¢.
Defintionsmingden for arctan &r sjélvfallet R och virdeméngden forstas (—m /2, 7/2).
Ni kan sjilva gora motsvarande definition for arccotangens.

De inversa trigonometriska funktionernas derivator:

d . 1
—arcsingy = ——— —-1l<zx<l

dz V1—22’
4
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d 1
— arccosr = ——— —1l<ax<xl

dz V1—22’

t 1 for alla
— arctany = —— T
dz 1+ 22’

Vad blir derivatan av arccotangens?

Differentialekvationer. Se sirskilt dokument for teorin for ordinéra linjira differenti-
alekvationer med konstanta koefficienter. Hér foljer en kortkort sammanfattning av hur
man loser dem.

Forsta ordningen. En homogen linjir differentialekvation av 1:a ordningen med kon-
stanta koefficienter kan skrivas

y'(t) + ky(t) =0
for nagon konstant k. Vi kan 16sa den genom att undersoka den karaktiristiska ekvatio-
nen 7 + k£ = 0 som har I6sning » = —k. Losningen till differentialekvationen blir

y(t) = Ce ™ dir C dr en godtycklig konstant.

En inhomogen forsta ordningens linjér differentialekvation med konstanta koefficienter
kan skrivas

y'(t) + ky(t) = f(t)
ddr k dr en konstant och f ndgon funktion av ¢. Om y, dr ndgon l6sning till denna
ekvation och y;, dr allménna l1sningen till den homogena ekvationen y/(t) + ky(t) = 0
sa giller att allminna losningen till

y'(t) + ky(t) = f(t)

har formen

y(t) = yn(t) + yp(t).
For att hitta y,, gor man en ansittning, deriverar och sitter in i1 ekvationen och forsoker
man bestimma eventuella konstanter sa att det funkar.

Andra ordningen. En homogen linjar differentialekvation av 2:a ordningen med kon-
stanta koefficienter kan skrivas

y'(t) + ay'(t) + by(t) = 0
for ndgra konstanter a, b. Vi kan 16sa den genom att undersoka den karaktéristiska ekva-
tionen r% + ar + b = 0 som har 16sning 71 och r,. Losningen till differentialekvationen
far delas upp i tre fall:

Fall 1. Om ry # ry och dessa ér reella tal, sa har differentialekvationen allmén 16sning
5
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y(t) = Ae™ + Be™" dir A, B ir godtyckliga konstanter.

Fall 2. Om r; = ry, sa har differentialekvationen allmin 16snng

y(t) = Ae™ + Bte™', dir A, B ir godtyckliga konstanter.

Fall 3. Om ry » = o =43 dér o och 3 dr reella tal, sa har differentialekvationen allméin
16snng

y(t) = Ae*(Acos Bt + Bsin 8t), dir A, B ir godtyckliga konstanter.

En inhomogen linjir differentialekvation av 2:a ordningen med konstanta koefficienter
kan skrivas

y'(t) + ay'(t) + by(t) = f(t)
for nagra konstanter a, b och ndgon funktion f av ¢. Om y, dr nagon 16sning till denna
ekvation och yj, dr allmédnna 16sningen till den homogena ekvationen " (t) + ay'(t) +
by(t) = 0 sa giller att allménna 16sningen till

y'(t) +ay'(t) + by(t) = f(2)
har formen

y(t) = yn(t) + yp(2).
For att hitta ¢, gor man en ansittning, deriverar och sitter in i ekvationen och forsoker
man bestimma eventuella konstanter sa att det funkar.



