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Modul 4
Mal och Sammanfattning

1. MAL FOR MODUL 4

Tillimpningar av derivata.

e Forsta och anvinda Newton-Raphsons metod for ekvationslosning
e Anvinda I’Hospitals regel for att beridkna griansvérden av typ 0/0.
e Anvinda derivata for att undersoka en funktions egenskaper, till exempel
— avgora var funktionen ér vixande/avtagande
— hitta lokala och globala extremvirden
— skissa funktionsgrafen
— visa olikheter
e Hitta asymptoter till funktionskurvor
e Anvinda andraderivatan for att undersoka konvexitet/konkavitet
e Anvinda Taylors formel for att approximera funktioner med polynom till given
noggrannhet

2. SAMMANFATTNING AV MODUL 4

Newton Raphsons metod. Enligt linjir approximation ir f(z) ~ f(a) + f'(a)(z — a)
om z ligger niira a. Detta kan vi bra sedan modul 2 och modul 3. En tillimpning av detta
dr Newton-Raphsons metod for ekvationslosning. Om vi vill 16sa ekvationen f(z) = 0
sa gissar vi en grov approximation « till 16sningen och 16ser sedan ekvationen

f(a) + f'(a)(x — a) = 0 istéllet. Vi far 16sningen

_ fla)

f'(a)
som dr en approximativ 1sning till ekvationen f(x) = 0. Nu tar vi detta z-virde som
utgangspunkt for en ny omgang av samma metod och upprepar metoden for att fa suc-
cessivt bittre och bittre approximationer av 16sningen. I det n:te steget har vi alltsa

f(xn—l)

Ty = Tyl — ———.

f/(xn71>

Tr=a
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L’Hospitals regel. Om vi vill beridkna ett grinsvirde lim fEil?; av typen 0/0 sa giller
z—a g(x
under vissa forutsittningar pa funktionerna f och g att
!/
lim —f@) = lim (@)

z—a g(x) z—a g’(x) '
Lids mer om de precisa detaljerna i den hir regeln 1 bokens kapitel 4.3.

Forandringstakt. Tolkningen av derivata som fordndringstakten av en funktion har
massor av tillimpningar. En vanlig dr hastighet, men det 4r inte den enda. En speciell
typ av problem uppstar nér tva kvantiteter som bada beror pa tiden &r relaterade genom
ett samband, en ekvation. Manga exempel pa detta finns i bokens kapitel 4.1.

Vixande/avtagande. Vi ldarde oss redan i kapitel 2 fran medelvirdessatsen och dess
foljdsatser att man kan anvénda derivata for att undersoka om en funktion &r (strangt)
vixande eller avtagande pa ett intervall. Repetera gérna detta!

Extremvardesproblem. Lokala och globala extremvérden (se definitioner 1 bokens kap
4.4) maste inte finnas. Existensen av dessa kraver alltid ett argument (en tacksam situa-
tion &r nér f dr kontinuerlig pa ett slutet och begrinsat intervall — da finns alltid max och
min). Om extremvérden finns sa maste de antas i kritiska punkter (dvs punkter dir de-
rivatan dr noll), singulidra punkter (dvs punkter dir derivatan saknas) eller randpunkter
(oftast @ndpunkter pa intervallet).

Det &r viktigt att forsta att kritiska punkter inte alltid dr extrempunkter. Till exempel
har f(x) = 3 en kritisk punkt i origo men origo #r ingen extrempunkt (det ér en
terasspunkt och varken en max- eller min-punkt). P4 samma sitt dr extrempunkter inte
alltid kritiska punkter. Till exempel har g(z) = |z| en extrempunkt i origo, men detta dr
ingen kritisk punkt for funktionen &r inte deriverbar dar.

En korrekt anvindning av derivata nir man soker efter extrempunkter innebir alltsa att
kritiska punkter dr kandidater till extrempunkter. Ndr man har hittat en kritisk punkt,
som behovs ytterligare en undersokning for att avgora om denna kritiska punkt dr en
extrempunkt. Det finns tva vanliga sétt. Det ena 4r att man gor ett teckenschema for
derivatan kring den kritiska punkten. Om derivatan har teckenvéxlingen

+ 0 -

sa maste den kritiska punkten vara en lokal maxpunkt. Om derivatan har teckenvéxlingen

-0 +

sa maste den kritiska punkten vara en lokal minpunkt. Ténk igenom varfor det maste
vara sa! Det andra sittet 4r att anvinda andraderivatan. Om f’(a) = 0 och f”(a) < 0 sa
maste a vara en lokal maxpunkt. Om f’(a) = 0 och f”(a) > 0 sd maste a vara en lokal

minpunkt. Tdnk igenom varfor det maste vara sa!
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Skissa funktionsgrafen. En derivataundersokning dr huvudingrediensen i skissandet
av en funktions graf. Med hjélp av bland annat derivatan kan man ju enligt ovan hit-
ta de intervall ddr funktionen vixer respektive avtar, man kan hitta lokala och globala
extrempunkter osv. Ibland vill man ga dnnu ldngre och undersoka med hjélp av andra-
derivatan var funktionsgrafen dr konvex respektive konkav. Man behover ibland ocksa
hitta asymptoter. Detta beskrivs utforligt med checklista och allt 1 bokens kapitel 4.6.
Observera att undersokningen av andraderivatan inte alltid dr obligatorisk for att skissa
grafen — det beror pa vilka noggrannhetskrav man har om man tar med den eller inte.

Viktigt dr att man inser att en derivataundersokning av det slag man gor for att skissa
funktionsgrafen ocksa ger underlag for att svara pa en miangd fragor om funktionen. Till
exempel:

— Vad ir funktionens storsta/minsta virde?

— Vad dr funktionens viardeméngd?

— Ar funktionen alltid mindre 4n 1?

— Hur ménga 16sningar har ekvationen f(z) = 3?

For denna typ av fragor krivs oftast en komplett undersokning av funktionens derivata.

Taylors formel. Detta dr en metod att approximera svara funktioner med litta funktio-
ner, narmare bestdmt polynom, i nirheten av nagon punkt. Vi har ju tidigare talat om
linjédr approximation, dvs

f(z) =~ f(a)+ f'(a)(xz — a) for x néra a

under vissa villkor pa f. Nu gar vi vidare med utgangspunkt i detta. Tanken dr att vi far
dnnu bittre approximationer om vi approximerar med ett hogre ordningens polynom,
andragradare, tredjegradare osv. Fragorna &r da: hur ska dessa polynom viljas och hur
stort &r felet i approximationen? Sa hir konstruerar man Taylorpolynom av olika grader
till en funktion f (som dr tillrickligt manga ganger deriverbar) néra en punkt a:

o) = fo)

n(@) = fa) + 100~ a)

pa() = () + LD 0y TN oy

pa() = (@) + D00 ) D L0

Oosv

Observera att 1! = 1 sa py(x) dr precis den linjdra approximationen av f kring a som vi
har studerat tidigare. Anvindningen av Taylorpolynom &r approximation, dvs

f(x) = p,(z) for = nira a
Vi observerar ocksa att Taylorpolynomen &r konstruerade med data fran funktionen f

i punkten a, ndrmare bestimt funktionens virde och funktionens derivators virden i
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punkten a. Och konstruktionen &r sadan att Taylorpolynomen hirmar funktionen, sa att
p1 har samma virde och samma derivata i punkten a som f, po har samma virde, samma
derivata och samma andraderivata i punkten a som f, osv.

Felet i approximationen da? Allmint géller att felet i approximationen ges av ungefir
hur nésta term i utvecklingen skulle se ut. Narmare bestdmt géller:

()
f(x) —pa(x) = ICESI

for nagon punkt ¢ mellan z och a. Forutséttningen for att detta ska gélla ér att f drn+ 1
ganger deriverbar pa nagot intervall som innehaller x och a.

(z — a)"*!

Y

Taylorpolynom kring origo, dvs da punkten a dr 0, brukar ofta kallas Maclaurinpoly-
nom.

Hir ar ett exempel. Om man vill anvinda ett andra ordningens Taylorpolynom kring
origo for att hitta ett narmevérde till cos 0.1 sa far man forst derivera f(z) = cosx tva
ganger och se att f(0) = 1, f/(0) = 0 och f”(0) = —1. Sedan sitter man in dessa
siffror i formeln for py och far

2
x
pa(z) =1— 5

Detta anvinder vi for approximation, dvs
a? N
CoST R 1—? for x nira 0.

Speciellt, for x = 0.1, far vi

0.12
cosO0.1~1— TN = 0.995

som &r den sokta approximationen.



