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Integraler

Uppgift:

En silo i form av en cylinder med radie 2 meter och héjd 9
meter ar packad med ett material vars densitet pa hdjden x
meter dver bottenplattan ges av

d(x) = kg/m®

1
20vXx + 1

Berdkna massan av innehallet i silon.
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Integraler

Idag:

@ Variabelsubstitution i integraler
@ Partiell integration
@ Partialbraksuppdelning

Problemet vi I6ser ar detta: om man inte direkt ser en primitiv
funktion — vad kan man géra da”?

De flesta uppgifter vi réknar idag &r gamla tentauppgifter!
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Variabelsubstitution

Variabelsubstitution (med granser)

g(b)
/ F(9(x))g'(x) dx = / F(u) du.
9(a)

Villkor: g ar deriverbar pa [a, b] och f &ar kontinuerlig pa g:s
vardemangd (nar x varierar i [a, b])

Bevis: Av villkoren féljer att f har en primitiv F. Kedjeregeln fér
derivator ger

VL = HL = F(g(b)) — F(g(a))

Variabelsubstitution (utan gréanser)

/ f(a(x))g/(x) dx = f(g(x)) + C
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Exempel pa variabelsubstitution

Berakna integralerna med variabelsubstitution:

In3 X
e
/0 1+ e~ o
2
X
—d
/0 214y
/tanxdx

1
/2+8x2 dx
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Partiell integration

Partiell integration (med granser)

f(x)g(x) dx = [F(x)g(x)15 - | F(x
[, o /=

Villkor: F och g har kontinuerliga derivator pa [a, b] och F' = f

Bevis: Produktregeln for derivator ger att

d / /
ax [ (9(x) = Fi(x)g(x) + F(x)g'(x).

Integration fran a till b av bada sidor ger formeln.

Partiell integration (utan granser)

[ 100g(x) ax = Fx)gtx) — [ Fx)g/(x) o
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Exempel pé& partiell integration

Berakna integralerna med partiell integration:

/Inxdx
2

/ x2In x dx
]

4
/ VxInx dx
]

w/2
/ X sin x dx
0

1
/ arcsin x dx
0
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Integraler

Integrerbarhet och primitiv funktion.
1. Ar funktionen f(x) = e integrerbar pa [1,2]?

2. Kan du ange en primitiv funktion?
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Partialbraksuppdelning

Partialbraksuppdelning. Gors vid rationella integrander:

/ 3X +2 dx_/ T
x2 —4x +12 X—2 X+6 o

2 1 2/1/6 1/6
/1x2—9dx_/1 <x—3x+3> K=

(Att tAnka pa: 1. Namnaren ska ha hogre grad an taljaren,
annars goér man polynomdivision forst. 2. Sarskild ansattning
kravs vid dubbelrot och komplexa rétter i nAmnaren)
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Exempel pa partialbraksuppdelning

Berdkna integralerna med partialbraksuppdelning:
2
1
/1 2 _axia ™

R
/ 5 ax
1 X°+X
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